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El®szó

A modern �zikai kutatás frontvonala folyamatosan az egyre nagyobb energiájú illetve egyre

kisebb méret¶ struktúrák megismerése felé haladt. Mai világképünk szerint az Univerzum

(egy kezdeti exponenciális tágulás, az in�áció után) forró és s¶r¶ állapotban jött létre, majd

egy sor fázisátalakuláson keresztülmenve tágult és h¶lt, melynek során az anyag felvette a ma

ismert formáját. Az egyik érdekes fázisátalakulás, amely ma már kísérletileg is vizsgálható, a

kvantumszíndinamika (QCD) kvarkanyag-hadronanyag fázisátmenete.

Napjaink nehézion�zikai kísérletei ezek tanulmányozására szolgálnak: a gyorsítókban (Be-

valac, AGS, SPS, RHIC, LHC) elektronhéjuktól teljesen megfosztott nehéz atommagokat (�ne-

hézionokat�) ütköztetnek egymással. Ilyenkor forró és s¶r¶ anyag jön létre, mely rohamosan

tágul és h¶l, és mire az ütközési pont köré telepített detektorokba ér, már ismét a szokásos (azaz

az elemirészecske-reakciók �zikájából jól ismert) részecskék halmaza. Ezek szám� és impulzus-

eloszlásainak, korrelációinak vizsgálatával lehet az ütközésben keletkezett anyag tulajdonságait

felderíteni. Nem magától ért®d® azonban, hogy ez hogyan tehet® meg.

A kísérletek feltárták, hogy a nagyimpulzusú (�kemény�) részecskespektrumokra hadron-

hadron ütközésekben jól m¶ködnek a perturbatív QCD alapú modellek (aminek egyik jele,

hogy ebben a tartományban a spektrumok hatványfüggvény-alakúak), és a nehézion�zika egyik

alapjelenségére, a spektrumokban látott hozamcsökkenésre elfogadható kvalitatív leírást adnak.

Ugyanakkor meglep® módon a QCD nemperturbatív tartományába es® (�lágy�) folyamatok sta-

tisztikus, kollektív viselkedést mutatnak. Ezek alapján vált világossá, hogy elegend®en nagy

energiájú ütközésekben valóban létrejön az ún. kvark-gluon-plazma, amelyet azonban a koráb-

bi várakozásoktól eltér®en nem gáz-szer¶en, hanem er®sen csatolt �tökéletes kvarfolyadékként�

viselkedik. (Érdemes megjegyezni, hogy az er®s csatolás miatt a kemény folyamatok teljes-

kör¶ leírása is igényli a perturbatív QCD-n túlmutató, pl. az AdS/CFT dualitáson alapuló

fenomenologikus modellek fejlesztését is.) A folyadékjellegre abból lehet következtetni, hogy a

hidrodinamikai leírás, amelyben az anyagot táguló t¶zgömbnek tekintve lokális termikus elosz-

lással modellezzük a kis impulzusú részecskekeltést, igen jól m¶ködik. (Egyik jele ennek, hogy

ebben a kinematikai tartományban az impulzuseloszlások exponenciális alakúak.)
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A hidrodinamikát azért lehet sikeresen alkalmazni egymástól távol es® területeken (pl. az

egész Univerzum tágulásától a köznapi méret¶ dolgokon át a nehézion�zikai folyamatokig),

mert az alapegyenletei nem tartalmaznak �zikai skálát (csupán a lokális termikus eloszlásra

felírt energia� és impulzusmegmaradást fejezik ki). Ugyanakkor az egyenletek nemlineárisak,

megoldásuk leginkább csak numerikusan található meg. Azonban egyrészt matematikai �zi-

kai szempontból mindenképpen érdekes, ha egzakt megoldásokat találunk rájuk, másrészt ezek

sokszor önmagukban is használhatóak a kísérleti adatok leírására. A kollektív viselkedés isme-

rete szükséges ahhoz, hogy össze tudjuk kötni a kísérleti eredményeket az elméleti jóslatokkal.

Ezenfelül sok kollektív jellemz® (állapotegyenlet, viszkozitás) önmagában is érdekes, hiszen

kapcsolatban áll a kialakult anyag mikroszkopikus természetével.

A dolgozatban a kollektív viselkedés vizsgálatának, a hidrodinamikai modellezésnek egy spe-

ciális problémakörével foglalkozom: az egzakt (azaz egyszer¶ képletekkel felírható, analitikus)

hidrodinamikai megoldásokon alapuló számításokkal. Ezen belül is a tökéletes folyadékokra

felírt egyenletek megoldásaival foglalkozom. (A kísérletek egyik meglep® tanulsága éppen az,

hogy a nagyenergiás reakciókban keletkez® anyag viszkozitása igen alacsony, közel van a sejtett

lehetséges legkisebb értékhez.) Az 1. fejezetben a nehézion�zikában használt fogalmakat, a

hidrodinamikai leírás gondolatát és alapegyenleteit, illetve illusztrációként néhány ismert ered-

ményt is felidézek. Az egyenletek megoldási módszereivel és ezek alkalmazásaival a többi fejezet

foglalkozik. A 2. fejezetben az alapegyenletek átalakításaival bevezetek egy saját eredményt: új

analitikus relativisztikus megoldások egy osztályát. Ezek voltak az els® olyan egyszer¶ explicit,

egzakt relativisztikus hidrodinamikai megoldások, amelyek nemelt¶m® gyorsulású tágulást ír-

nak le. A 3. fejezetben általánosítom ezeket a megoldásokat, és némelyekr®l bemutatom, hogy

eleget tesznek egy furcsa (a dolgozatban ütközésmentességnek nevezett) feltételnek: ezekben az

esetekben a folyadékban mozgó mikroszkopikus részecskék ütközésmentes mozgása is fenntart-

hatja a lokális termikus egyensúlyt. Ez azért meglep®, mert éppen azt gondoljuk (és általában

igaz is), hogy a termalizációt a részecskék sorozatos ütközése tartja fenn. A 4. fejezet pedig egy

speciális alkalmazást mutat be: az egyik talált hidrodinamikai megoldás alapján egy parametri-

zációban kiszámítom a �lágy� tartományban keletkez® részecskék rapiditáseloszlását, és a kapott

képleteket összehasonlítom a mérési adatokkal. Látni fogjuk, hogy az adatok egy elfogadha-

tó leírását kapjuk. Ezek alapján pontosítom a nehézion-reakciókban létrejöv® anyag kezdeti

energias¶r¶ségének becslését. Az erre általánosan használt ún. Bjorken-féle módszer nem veszi

�gyelembe a tágulás gyorsuló voltát. Az itt bemutatott új módszer a RHIC gyorsító adataira

alkalmazva a Bjorken-becslés alapján kapottnál mintegy 2-3-szor nagyobb energias¶r¶ségeket

ad. Pl. minden bizonnyal már a kisebb ütközési energiájú RHIC gyorsítónál is megvalósul az

LHC gyorsítóra várt energias¶r¶ség (és ez utóbbinál még nagyobb értékek várhatók).
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1. fejezet

Bevezetés: hidrodinamika a

nehézion�zikában

Dolgozatom témája a tökéletes folyadékok relativisztikus hidrodinamikájának egzakt megol-

dási módszerei, új partikuláris egzakt megoldások, és ezek alkalmazásai. Ezen kutatási irány f®

motiváló ereje a nagyenergiás nehézion�zikai fenomenológia. A nehézion�zika az er®s kölcsönha-

tás fázisszerkezetének kísérleti kutatásával és az ezt kiszolgáló elméleti modellekkel foglalkozik.

Az egyik idevágó alapkérdés sokáig az volt, hogy vajon nagy h®mérsékleten és nyomáson

tényleg létrejön-e a �kvark-gluon-plazma�. Ezt a fogalmat a hadronokból kiszabadult kvarkok

és gluonokat tartalmazó halmazállapotra Shuryak vezette be [1]. Ennek el®zménye volt, hogy

Cabibbo és Parisi új halmazállapot létezését jósolták [2], válaszul Hagedorn látszólagos para-

doxonára [3], amely a hadronok meg�gyelt tömeg-spektrumából egy fels® határh®mérsékletre

próbált következtetni. Azt, hogy a kvark-gluon-plazma valóban létezik, és valóban létrejön

elegend®en nagy energiájú nehézion-ütközésekben, csak nemrég sikerült kétséget kizáróan bizo-

nyítani, jórészt az amerikai RHIC nehézion-ütköztet® eredményei alapján [4, 5, 6, 7]. Kiderült

továbbá, hogy ezekben az ütközésekben a lágy (azaz nem perturbatív) kinematikai tartomány-

ban mért adatok arra utalnak, hogy az így létrejött anyag igen hamar termalizálódik, és to-

vábbi tágulása során szinte tökéletes folyadékként viselkedik, szemben számos korábbi jóslattal,

melyek gyengén csatolt gáz megjelenését várták. A gázszer¶ halmazállapot elképzelését az

sugallta, hogy a QCD ismert tulajdonsága az aszimptotikus szabadság [8, 9] (azaz hogy nagy

impulzusátadásokra az αs er®s csatolási állandó nullához tart), kézenfekv® volt tehát egy magas

h®mérséklet¶, mintegy �szabadon� mozgó kvarkokból és gluonokból álló plazmát elképzelni1.

A folyadék-jellegre éppen az alapján lehetett következtetni, hogy a keletkezett anyagot leírni

1 Persze az, hogy a kísérletekben el®állított kvark-gluon-plazma nem ilyen, az nem cáfolja az aszimptotikus
szabadságot, mindössze azt mutatja, hogy a kísérletileg el®állított kvark-gluon-plazma szabadsági fokai nem az
�aszimptotikus� tartományban hatnak kölcsön.

1



2 1. FEJEZET. BEVEZETÉS: HIDRODINAMIKA A NEHÉZIONFIZIKÁBAN

próbáló modellek közül a hidrodinamikai modellek sikeresek voltak. A hidrodinamikai leírás

nem veszti el jelent®ségét azzal, hogy lezárult a kvark-gluon-plazma felfedezésének id®szaka,

és kezdetét vette ezen új halmazállapot precíziós tanulmányozása. S®t, bizonyos mennyiségek

(hangsebesség, állapotegyenlet, viszkozitás, illetve az állapotjelz®k, mint h®mérséklet, nyomás,

energias¶r¶ség) éppen hidrodinamikai képben határozhatók meg kísérletileg.

Ebben a bevezet® fejezetben a nehézion-ütközések és a hidrodinamikai modellezés alap-

jait tekintem át. Hogy a kés®bbiekben kényelmesen tudjuk használni ®ket, a legfontosabb

alapfogalmakat és jelöléseket itt az elején összefoglalom. Utána bevezetem a hidrodinamikai

alapegyenleteket, és néhány ismert eredményt is felidézek, amelyeken saját munkám is alapult.

1.1. Alapfogalmak és jelölések

A nagyenergiás ütközésekben keletkez® részecskék p impulzusát pz longitudinális (nyalábirá-

nyú) és pT transzverz (nyalábirányra mer®leges) komponensekb®l állítjuk össze: p2 = p2T + p2z.

A kirepül® részecske E energiája és m0 tömege E2 = m2
0+p

2 = m2
T +p

2
z módon függ össze, ahol

bevezettük az mT =
√
m2

0 + p2T transzverz tömeget2. A nyalábirányhoz viszonyított kirepülési

szög θ, ebb®l származtatható az η-val jelölt pszeudorapiditás: η = Ar th cos θ = 1
2
ln p+pz

p−pz
. A

szokásosan y-nal jelölt hasonló mennyiséget rapiditásnak nevezzük, és y = 1
2
ln E+pz

E−pz
módon

de�niáljuk3. A transzverz síkban mért azimutális kirepülési szöget ϕ-vel jelöljük (általában a

reakció valamilyen módon de�niált azimutális reakciósíkjához viszonyítva). Könny¶ ellen®rizni,

hogy az invariáns impulzuseloszlást (spektrumot) a következ® ekvivalens módokon írhatjuk fel:

N1 (p) = E
dn

d3p
=
E

pT

dn

dpTdpzdϕ
=
E

p

1

pT

dn

dpTdηdϕ
=

1

pT

dn

dpTdydϕ
. (1.1)

Spektrum-méréseknél igen gyakran a ϕ-re integrált alakokat adják meg. A ϕ-függést a vn

anizotrópia-paraméterek (Fourier-komponensek) segítségével lehet megadni:

vn =

∫ 2π

0

dϕE
dn

pTdpTdpzdϕ
cos (nϕ) . (1.2)

Igen fontos a v2 mennyiség, amelyet elliptikus folyásnak is neveznek: ez viszonylag egyszer¶en

mérhet®, és látni fogjuk, hogy árulkodik a létrejöv® anyag folyadékszer¶ természetér®l.

2 Használatos a transzverz energia fogalma is: néha az E energia nyalábirányra mer®leges �vetületét�, néha
mT −m0-t értik rajta, néha mT szinonimájaként használják. Ebben a dolgozatban csak az mT -t használjuk.

3 Az y nem egyezik meg a relativisztikus mechanikában szokásos sebességparaméterrel; az utóbbit szintén
használni fogjuk, de nem lesz félreérthet® sehol. η és y az m0 = 0 (vagyis az extrém relativisztikus) határesetben
egyenl®kké válnak, mindazonáltal η-t sokkal egyszer¶bb megmérni, innen a pszeudo� elnevezés. Viszont az y
mennyiség az, ami longitudinális Lorentz-boostokra additív, tehát sok esetben ez a �természetesebb� változó.
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A nagyenergiás �zikai meg�gyelhet® mennyiségek közül fontos szerepet játszanak még az

impulzustérbeli korrelációs függvények: de�níciójuk két részecskére

C (p1,p2) ≡
N2 (p1,p2)

N1 (p1)N1 (p2)
, (1.3)

ahol N2 (p1,p2) a kétrészecske-eloszlás. A lágy kinematikai tartományban C (p1,p2) egyt®l való

eltérésének a részecskék kvantummechanikai megkülönböztethetetlensége az oka: bozonokra

(pl. a leggyakoribb keletkez® részecskékre, pionokra) ezért Bose-Einstein-korreláció a neve. A

korrelációs függvény jól mérhet®, és a forrás méretének letapogatására használható. (Eredetileg

az ilyen típusú korrelációkat rádiócsillagászatban fedezték föl és használták [10], ezért (a szerz®k,

R. Hanbury Brown és R. Q. Twiss neveib®l) HBT-korrelációként is emlegetik. Használatos a

�GGLP-e�ektus� elnevezés is, azok neveib®l, akik ezt pionkeltésben el®ször értelmezték [11].)

A hidrodinamikai egyenletek és megoldások során a következ® jelöléseket használom. Ál-

talában a c fénysebességet 1-nek veszem. Az alapsokaság sík Minkowski-térid®, a metrikus

tenzor gµν = diag (1,−1,−1,−1). Néhol vizsgálok majd egy� és kétdimenziós áramlásokat is,

a tér dimenziószámát ezért egységesen D-vel jelölöm. Görög bet¶kkel jelölöm a 0, 1, . . . , D

térid®-indexeket, latin bet¶kkel az 1, . . . , D térindexeket. A folyadék dinamikai jellemz®i az xµ

térid®koordináta (a t id® és az r helyvektor) függvényei, de ezt a függést általában nem írom ki.

A folyadék (hármas)sebessége v, négyessebessége uµ ≡ γ (1,v), ahol γ ≡ 1√
1−v2

. A normálás

tehát uµuµ = 1. A (relativisztikus esetben a nyugalmi energiát is tartalmazó) energias¶r¶ség

ε, a nyomás p, a h®mérséklet T , az entrópias¶r¶ség s. Ha van (esetleg több típusú) megmara-

dó részecskeszám (töltés), akkor a megfelel® s¶r¶séget n-nel, a kémiai potenciált µ-vel jelölöm

(esetleg indexekkel megkülönböztetve). A termodinamikai mennyiségek Lorentz-skalárok, a s¶-

r¶ségek lokális nyugalmi rendszerbeli egységnyi térfogatra vonatkoznak. A gyakran el®kerül®

együttmozgó derivált jelölése d
dt

≡ ∂
∂t
+(v∇). A nemrelativisztikus jelölések értelemszer¶en ha-

sonlók; fontos különbség, hogy itt az ε energias¶r¶ségbe nem értjük bele a nyugalmi energiát.

Ebben az esetben be kell vezetni az anyag s¶r¶ségét is, azaz egy megmaradó n részecskeszámot,

továbbá a részecskék m0 tömegét is.

1.2. Kollektív jelenségek a nagyenergiás ütközésekben

Relativisztikus energiájú hadronok ütközését el®ször �elemi�, azaz pl. nukleon-nukleon fo-

lyamatokban vizsgálták. Az 1950-es években az els® ilyen kísérleti eredmények a kozmikus

sugárzásban érkez® hadronok álló céltárggyal való (rugalmatlan) ütközéseinek meg�gyeléséb®l

származtak. Témánk szempontjából az egyik legalapvet®bb kísérleti meg�gyelés az volt, hogy
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az ilyen ütközésekben keletkez® másodlagos részecskék átlagos transzverz impulzusa egy jól be-

határolt tartományban, pT ∼ 0.5 GeV/c környékén van, teljesen függetlenül a bees® részecske

(akár több nagyságrenden át is változó) energiájától [12]. Nagyenergiás hadronok laborató-

riumi ütköztetésére kés®bb, az 1970-es évekt®l került sor. Ezekben (pl. a brookhaveni AGS

gyorsítónál), és már a kozmikus sugárzásban is meg�gyelték, hogy az alacsonyabb impulzusú

részecskék mintegy �termikus�, azaz egy adott, T ' 160 − 170 MeV h®mérsékletnek megfelel®

exponenciális spektrummal keletkeznek [12, 13]. A mai nehézion�zikai kutatások két f® helyszí-

ne a Brookhaven-ben épült, 2000 óta m¶köd® RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider), illetve a

CERN-ben üzemel® LHC (Large Hadron Collider). Az ütközési energia és luminozitás növeke-

désével mára elérhet®vé vált, hogy akár elemi hadronok, akár nehézionok ütközésében �nagy�,

azaz a perturbatív QCD érvényességi tartományába es® transzverz impulzusú részecskék kelet-

kezése is vizsgálható legyen. Ez a pT -tartomány teljesen eltér az el®bb tárgyaltaktól: nagyon

ritka folyamatokról van szó, és a pT -spektrum közelít®leg hatványfüggvény alakú. Manapság

tehát ez alapján beszélünk lágy és kemény folyamatokról, kis és nagy impulzusokról.

A nagy pT -j¶ részecskék nehézion-ütközésekben meg�gyelt, a proton-proton ütközésekhez

képesti részecskehozam-csökkenése (�elnyomása�, lásd pl. [14]), illetve, hogy ez nem volt meg-

�gyelhet® deutérium-arany ütközésekben [15] azt mutatta, hogy a RHIC gyorsítónál (és az

LHC-nál is) új, igen s¶r¶ anyag jön létre. (Perturbatív QCD-n alapuló, a gluonikus féke-

zési sugárzással számoló modellek már régen jóslatot adtak ilyen elnyomásra.) Annak, hogy

ez az anyag nem gáz-szer¶, hanem kvarkokból és gluonokból álló, er®sen csatolt folyadék, az

egyik legbevilágítóbb bizonyítéka az elliptikus folyás (v2) vizsgálata. A v2 értéke nemcentrális

nehézion-ütközésekben, amikor kezdetben anizotrop t¶zgömb alakul ki, jelent®snek adódott,

ami annak a jele, hogy a kezdeti térbeli anizotrópia a végállapotban impulzus-anizotrópiaként

jelentkezik. (Gyengén csatolt gáz tágulása esetén a modellek nem ezt mutatják.) A v2-r®l megál-

lapítható volt, hogy nagysága a keletkez® hadronok kvark-tartalmával skálázik, még a charm�

és bottom-kvarkokra is. Továbbá a hidrodinamikai modelleknek az adatokkal való részletes

összevetése (pl. a további azimutális felharmonikusok, mint a v4 skálázása) azt mutatja, hogy

a keletkez® folyadék η viszkozitása kicsi, az entrópias¶r¶ségre vonatkoztatott η/s arány tízszer

kisebb, mint szuperfolyékony 4He-ra, és közel van 1/4π-hez. (Erre széles körben úgy tekinte-

nek, mint a viszkozitás egy elméleti alsó határára [16], mely az ún. AdS/CFT-korrespondencia

egy fenomenologikus következményeként adódik. A v2 RHIC energiákon való mérésének egy

összefoglalója olvasható pl. [17]-ben, az adatok egy speciális hidrodinamikai modellel, az ún.

Buda-Lund-modellel való összevetése pedig [18]-ban.) Egy további meger®sítést jelent arra

nézve, hogy valóban hadronokból kiszabadult kvarkok és gluonok anyagáról van szó, hogy az

ütközésekben keletkez® direkt (azaz nem hadronok bomlásából származó) fotonok spektruma
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alapján meghatározott kezdeti h®mérséklet mindenképp 300 MeV fölött van [19], míg a fázis-

átalakulás h®mérsékletét a rács-QCD-n alapuló számolások körülbelül 170 MeV-re teszik [20].

Ezen eredményeket a következ® állításokban foglalhatjuk össze (melyek a RHIC-nél folyó

kutatások �mérföldköveinek� is tekinthet®k): a RHIC-nél
√
sNN = 200 GeV energiájú ütközé-

seiben meg�gyelt új jelenség (a nagy pT -s részecskék elnyomása) új anyag megjelenésére utal,

amely folyadék, mégpedig kvarkok folyadéka. Súrlódási együtthatója igen kicsi, és kezdeti h®-

mérséklete jóval az elméleti kvarkanyag-hadronanyag fázisátalakulási h®mérséklet fölött van.

(Ezek miatt a keletkezett új halmazállapotot �kvark-gluon-plazma� helyett egyre inkább a kí-

sérletileg sugallt �tökéletes kvarkfolyadék� elnevezéssel illetik.) Az LHC eddigi nehézion�zikai

mérései hoztak ugyan meglepetéseket, de összességében nagyobb ütközési energián is teljesen

hasonló képet sugallnak. (Ezen mérések összefoglalójáról jelenleg pl. [21]-ben olvashatunk.)

1.3. Hidrodinamikai modellezés

Fermi volt az els®, aki az 1950-es években statisztikus �zikai modellel próbálta leírni a nagy-

energiás ütközésekben keletkez® részecskék multiplicitás-eloszlását [22]. Gondolatának alapja

az volt, hogy er®s kölcsönhatás esetén az energia gyorsan szétoszlik a sok szabadsági fok kö-

zött, így statisztikus leírás lesz alkalmazható. Landau állapította meg, hogy a nagyenergiás

reakciókban keletkez® részecskék spektrumainak (pl. pT -spektrum, rapiditáseloszlás) leírására

már szükség van a (relativisztikus) hidrodinamikai tágulás �gyelembevételére [23], és hogy a

hidrodinamika alkalmazhatóságának általános feltétele, azaz hogy az átlagos szabad úthossz

kicsi legyen az inhomogenitások méretéhez képest, teljesülni fog elég nagy energián. � írta fel

a relativisztikus hidrodinamikai alapegyenleteket, és munkatársaival közösen adott is rájuk egy

bonyolult egzakt megoldást [24, 25]. Azóta a hidrodinamikai modelleket minden irányban fej-

lesztették, és alkalmazták különböz® nagyenergiás folyamatokra. Ebben a szakaszban az ilyen

modellek néhány alapfogalmát idézem fel.

A nagyenergiás ütközésben létrejött anyag igen hamar, kb. 0,6�1 fm/c id® alatt termalizáló-

dik; ez a direkt fotonok spektrumának méréséb®l bizonyítható4 [19]. Ezután az anyag tágul és

h¶l, melynek során � ha létrejött a kvark-gluon-plazma � el®ször a kvarkbezárás átalakulási

h®mérsékletén lezajlik a hadronizáció, majd a keletkezett hadronközeg tovább tágul. El®bb-

utóbb megsz¶nik a �közeg�-jellege (vagyis abbamaradnak a hadronok er®s kölcsönhatás által

leírt szórási, átalakulási folyamatai), és innent®l a keletkezett hadronok (a közegbeli viselke-

déshez képest) gyakorlatilag szabad mozgással haladnak a mér®berendezés felé. A hadronikus

4 Ezt az állítást a direkt fotonok mérése el®tt azzal indokolták, hogy a végállapotbeli hadronoknak az ezt
alapul vev® hidrodinamikai modellekkel való leírása a sikeres. A �korai termalizáció� így általánosan elfogadottá
vált, noha valójában a hadronikus végállapot nem eléggé érzékeny a termalizáció létrejöttének idejére.
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közeg �felbomlását� kifagyásnak, az ennek megfelel® h®mérsékletet kifagyási h®mérsékletnek,

Tf -nek nevezzük (az angol freeze-out szóból). A hidrodinamikai modellekben ez a kép, vagy-

is, hogy a végállapotban is mérhet® részecskék lokálisan pillanatszer¶en, azaz háromdimenziós

hiperfelületre (vagy �vékony�, kis id®beli szélesség¶ négyestérfogat-sávra) koncentrálva jelennek

meg, helyettesíti azt a valójában rendkívül bonyolult folyamatot, ahogyan a hadronok lecsa-

tolódnak egymásról5. Landau becslése [23] Tf -et a piontömeg (' 140 MeV) környékére teszi;

ennek indoka, hogy a pion a legkönnyebb er®sen kölcsönható részecske, így ennél sokkal kisebb

h®mérséklet¶ közegben már nem történik er®s kölcsönhatáson alapuló rugalmatlan szórás: így

pionokból álló gázban a szabad úthossz exponenciálisan elkezd n®ni a piontömeg környékén

lév® h®mérsékletek alatt (e fölött pedig éppen ellenkez®leg: a szabad úthossz kicsinysége miatt

alkalmazható a hidrodinamika.) A Tf pontosabb értékét persze mérésekb®l kell meghatározni.

A hidrodinamikai modellekben a meg�gyelhet® mennyiségek ezután a végállapoti termikus

eloszlásfüggvényb®l lehet kiszámolni, amit ebben az összefüggésben forrásfüggvénynek szoktak

hívni, és S (xµ, pµ)-vel jelölni. Ennek térintegrálja az invariáns impulzuseloszlás, és kimutat-

ható, hogy a C (p1,p2) Bose-Einstein-korrelációs függvény els® közelítésben S (xµ, pµ) Fourier-

transzformáltjával van kapcsolatban, így információt hordoz a forrás térid®beli alakjáról6:

N1 (p) =

∫
d4xS (xµ, pµ) , C (p1,p2) ' 1 +

∣∣∣S̃ (q,K)
∣∣∣2∣∣∣S̃ (0, K)
∣∣∣2 , S̃ (q,K) ≡

∫
d4xS (x,K) eiqx,

ahol a q ≡ p1 − p2, K ≡ 1
2
(p1 + p2) jelölést használtuk.

N1 (p)-t és C (p1,p2)-t, ill. a bel®lük származtatott mennyiségeket tudjuk aztán összeha-

sonlítani a kísérleti eredményekkel. (A 4. fejezetben ezt a folyamatot egy példán keresztül

részletesen bemutatom.) Felmerül e kérdés: milyen új információhoz juthatunk egy sikeres hid-

rodinamikai modellb®l? A statisztikus leírásmód célszer¶, mert sok mikroszkopikus jelenséget

kiátlagol; egy részecske�zikai problémakörben nem pont ilyenekre lennénk kíváncsiak?

A válasz egyrészt az, hogy sok kollektív tulajdonság (az anyag állapotegyenlete, vagy akár

az a kérdés, hogy létrejön-e a kvark-gluon-plazma) önmagában is érdekes. Másrészt minden

szempontból nagyon hasznos volna, ha lenne olyan hidrodinamikai modell, (azaz az adatokhoz

illeszthet® folyási pro�l és el®írás a kifagyási felületre) ami bármilyen mérési adatok esetén

5 Nem lezárt kérdés az sem, hogy mennyi id® telik el a kifagyásig a hadronizációtól kezdve, vagyis mennyi
a hadronikus közeg élettartama. Elképzelhet® pl. a �túlh¶lés� is: ekkor a kvark-gluon-plazmából rögtön a
végállapoti, er®s kölcsönhatásban már nem álló részecskék jelennek meg.

6 C (p1,p2) e kifejezése azonos bozonokra (pl. pionokra) vonatkozik. Annyiban közelít®, hogy felteszi, hogy a
két részecske impulzuskülönbsége kicsi az átlagos impulzusukhoz képest, továbbá elhanyagolja a többrészecske-
korrelációkat és a végállapoti Coulomb-kölcsönhatást. Ez utóbbit �gyelembe véve a forrás alakja bonyolultabb
integráltranszformációval rekonstruálható. Részletesebben lásd pl. a [26] összefoglalót vagy a [27] szemlét.
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egyértelm¶en leírja a dinamikát. Napjainkban viszont ett®l igen messze vagyunk. A jelenlegi

hidrodinamikai modellezésben egyel®re az is nagy eredmény, ha legalább valamilyen elfogadható

leírást sikerül adni a kisimpulzusú tartományban meg�gyelt kísérleti adatokra, a tágulásra és

a kezdeti feltételre vonatkozó értelmes feltételezésekkel.

A hidrodinamikai modellek körében beszélünk a végállapotot leírni próbáló parametrizációk-

ról és az id®fejl®dést végigkövet® megoldásokról. Az el®bbiek tulajdonképpen csak valamilyen

ésszer¶ feltevést próbálnak tenni S (x, p)-re, amit az adatokhoz illesztve lehet ellen®rizni. A

számtalan ilyen közül két fontosabbat szeretnék röviden megemlíteni: az egyik az ún. blast wa-

ve modell [28], a másik a Buda-Lund-modell [29, 30]. Mindkét modell egy táguló t¶zgömböt ír

le. A blast wave modell azt teszi fel, hogy a tágulás során lökéshullámok haladnak kifelé adott

állandó sugárirányú sebességgel, és a kifagyás is egyszerre történik egy-egy lökéshullámban.

Ezen az elképzelésen elindulva mára egy egész modell-osztály fejl®dött ki.

A Buda-Lund-modell pedig egy olyan parametrizáció volt eredetileg, ami Hubble-szer¶, az-

az önhasonló tágulást tett fel. További alappillérei a következ®k: a forrás felosztása egy �mag�

(core) és egy �glória� (halo) részre, amely utóbbi a (reakció élettartamához képest) lassan bomló

rezonanciák bomlását írja le, és a forrásra az önhasonló tágulás mellett ellipszoid-szer¶ szimmet-

riát, a forrás s¶r¶ségére Gauss-alaknál akár általánosabb alakot is tesz fel. A modell eredetileg

tengelyszimmetrikus megfogalmazását kés®bb általánosították háromtengely¶ ellipszoidra [31].

A modell olyan adatok leírására is használható, amelyek más modellek számára problemati-

kusak voltak. (Ilyen pl. a HBT-korrelációk sugárparamétereinek pT -függése [32], amit RHIC

HBT-rejtélyként is emlegettek.) Úgy t¶nik tehát, hogy az önhasonló tágulás feltevése ter-

mészetesen vezet az adatokban meg�gyelt skálázási tulajdonságok magyarázatához. Kiderült

továbbá, hogy a Buda-Lund-parametrizációból határesetként számos � nemrelativisztikus és

relativisztikus � egzakt hidrodinamikai megoldás megkapható: a modell mintegy ezek között

interpolál. Ezen megoldások közül néhányat felidézek az 1.5. szakaszban.

Ez a kérdéskör már átvezet a hidrodinamikai egyenletek megoldásaihoz: minden új ered-

mény ezen a téren hasznos lehet a modellek fejlesztéséhez. Többféleképpen is osztályozhatjuk a

nehézion�zikai hidrodinamikai megoldásokat. El®ször is az egyenletek megoldása történhet nu-

merikusan (számítógéppel), illetve analitikusan (zárt formulákkal). Az analitikus megoldások

között beszélünk valódi explicit megoldásokról és ún. parametrikus megoldásokról, amikor a hid-

rodinamikai egyenletek megoldását egyszer¶bb közönséges di�erenciálegyenletek (analitikusan

nem feltétlenül ismert) megoldásaival adhatjuk meg. (Ilyenkor ezek a közönséges di�erenci-

álegyenletek, és velük a hidrodinamikai egyenletek is, lényegében megoldottnak tekinthet®k,

az egyszer¶ numerikus tárgyalhatóságra gondolva.) Beszélhetünk továbbá megoldásosztályok-

ról is, ha pl. a megoldás egy tetsz®legesen választható függvényt tartalmaz. (Egy szép ismert
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nemrelativisztikus parametrikus megoldásosztályt idézek fel az 1.5. szakaszban.)

A numerikus módszerek nyilvánvaló el®nye, hogy realisztikusabb állapotegyenletet használ-

hatunk, illetve kevésbé kötött a kezd®feltétel megválasztása, míg analitikus megoldáson alapuló

modellekhez a tágulási képhez illeszked® megoldásokat vagy ilyenek osztályát kell találnunk.

Ugyanakkor ezek egyszer¶ formában adhatják meg a kezd®� és a végállapot kapcsolatát: a

dinamika megértése szempontjából minden �zikai problémában hasznos, ha egzakt megoldá-

sok állnak rendelkezésre. A további fejezetek ilyen megoldások keresésér®l és nehézion�zikai

alkalmazásairól szólnak.

1.4. A hidrodinamikai alapegyenletek

A következ®kben felidézzük a relativisztikus és nemrelativisztikus hidrodinamika alapegyen-

leteit. Ezek jól ismertek, mégis fontosnak tartom részletesen tárgyalni ®ket. A �zika (és egyéb

tudományok) sok különböz® ágában használnak hidrodinamikai modelleket (ennek végs® soron

a hidrodinamikai modellezés alapelvének az el®szóban említett univerzalitása az oka), és nem

mindig egymással kompatibilis módon használják a fogalmakat, egyenleteket. Még a nehézion-

�zika relatíve �sz¶k� területén belül is többféle elnevezés, fogalmi konvenció létezik.

1.4.1. Termodinamikai összefüggések és állapotegyenlet

A hidrodinamikai leíráshoz a termodinamikai állapotjelz®k közül feltétlen szükség van ε-ra

és p-re; az egyenletek a v sebességmez® id®fejl®dését ezekkel kapcsolják össze. Ahhoz, hogy

zárt egyenletrendszert kapjunk, szükség van az áramló anyag állapotegyenletének megadásá-

ra is. Ezt valamelyik termodinamikai potenciálfüggvénnyel adhatjuk meg. Ha nem foglalko-

zunk semmilyen megmaradó részecskeszámmal, akkor megfelel az ε (s) függvény. Ha van (akár

többféle) megmaradó n részecskeszám (és megfelel® µ kémiai potenciál7, akkor egy megfelel®

potenciálfüggvény az ε (s, n) függvény, amib®l a további mennyiségek így származtathatók:

T (s, n) =
∂ε

∂s
, µ (s, n) =

∂ε

∂n
⇐⇒ dε = Tds+ µdn. (1.4)

Ez az ismert alapvet® dE = TdS−pdV +µdN termodinamikai összefüggés egységnyi térfogatra

átírva. Mivel homogén anyagot vizsgálunk, érvényesek a Gibbs�Duhem-reláció folyományai:

ε+ p = Ts+ µn, ⇒ dp = sdT + ndµ. (1.5)

7 Ezekben az alapképletekben az egyszer¶ség kedvéért egyféle n és µ szerepel, értelemszer¶ µdn →
∑

i µidni,
µn →

∑
i µini, stb. helyettesítésekkel többféle megmaradó ni töltés is bevezethet®.
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Napjaink nehézion�zikai kísérleteiben az ütközési energia lényegesen nagyobb, mint az ütköz®

magok tömege. Emiatt a relativisztikus hidrodinamikában szokás azzal a közelítéssel élni, hogy

a megmaradó töltés (a barionszám) s¶r¶ségét nem vesszük �gyelembe, és a megfelel® µ-t is

nullának vesszük. Ekkor a termodinamikai összefüggések (1.4) helyett ilyen alakúak:

ε+ p = Ts, T (s) =
∂ε (s)

∂s
, s (T ) =

∂p (T )

∂T
. (1.6)

Az állapotegyenletet tehát megadhatjuk az ε (s, n) ill. az ε (s) potenciállal (vagy (1.5) és (1.6)

alapján a p (T, µ), ill. a p (T ) függvénnyel is, amit az el®z®ekb®l Legendre-transzformációval

kapunk). Numerikus hidrodinamikai modellezéshez elvileg szinte bármilyen állapotegyenletet

választhatunk, egzakt megoldások keresése azonban általános állapotegyenletre reménytelen

feladatnak t¶nik. Egy egyszer¶ és jól használható közelítés az ideális gázéhoz hasonló állapot-

egyenlet:

ε = κp, p = nT. (1.7)

Ebben az egyenletben a κ konstans, de értéke mindig más. Nemrelativisztikus (és struktúrát-

lan részecskékb®l álló) ideális gázra a statisztikus �zikai állapotösszeget kiszámítva közismerten

κ = D/2 adódik, nulla tömeg¶ (vagy ultrarelativisztikus) részecskék ideális gázára hasonló szá-

molás κ = D-re vezet (de itt ugye ε értelme más, tartalmazza a nyugalmi energiát is8). Ez

utóbbi pl. a Boltzmann-féle sugárzási törvény alapja. Érdekesek lehetnek más κ értékekre

kapott hidrodinamikai megoldások is, de sokszor kit¶nik majd a kés®bbiekben, hogy az egzakt

megoldások keresésekor a legegyszer¶bb és legcélszer¶bb mégis az (1.7) állapotegyenlet hasz-

nálata κ = D (illetve nemrelativisztikusan a κ = D/2) választással, akkor is, ha az ezekkel

kapott megoldások nyilván csak közelítései lehetnek a valóságnak. Megjegyezzük, hogy a κ

együtthatót az anyagban érvényes cs hangsebességgel a κ = 1
c2s
módon hozhatjuk kapcsolatba.

Az 1.7 állapotegyenletnek megfelel® termodinamikai potenciálfüggvények a következ®k9:

ε (s, n) = E0n

(
n

n0

) 1
κ

e
s
κn ha µ 6= 0 , ill. ε (s) = E0

(
s

s0

)κ+1
κ

ha µ = 0. (1.8)

8 Tömeges részecskék relativisztikus ideális gázára az állapotösszeg kiszámításával a

p = nT, ε = κ (T ) p, κ (T ) ≡ ∂

∂T
ln

∫ ∞

0

dt shD−1t cht exp

{
−m0c

2

T
cht

}
állapotegyenletet kapjuk (itt kiírtam a c fénysebességet, m0 pedig egy részecske tömege). Az integrál kifejezhet®
a MacDonald-függvényekkel. Ezeket a képleteket nem fogjuk használni, a teljesség kedvéért említem meg ®ket.

9 Az E0, n0, s0 állandók semmilyen mérhet® mennyiségben nem jelennek meg, csak arra szolgálnak, hogy
az entrópia �nullpontját� beállítsák. Ez az önkény abból származik, hogy a klasszikus statisztikus �zikában az
entrópia csak egy additív állandó erejéig meghatározott mennyiség.
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Az utóbbi esetb®l jól látszik, hogy az ilyen állapotegyenlet¶ anyag adiabatikus tágulásakor az

ideális gáz esetében ismertekhez hasonló arányosságok a mérvadóak:

n ∼ s ∼ T κ, ε ∼ p ∼ T κ+1. (1.9)

Említésre méltó még, hogy egy korai próbálkozás a kvark-hadron fázisátalakulás során érvényes

állapotegyenletre az ún. zsákmodell: ez gyakorlatilag a p → p − B, ε → ε + B helyettesítést

jelenti az (1.7) állapotegyenletben, ahol B a zsákállandó. Emögött az az egyszer¶ kép van,

hogy a hadronok adott (zsákállandó) mélység¶ potenciálgödörként viselkednek a szabadsági fok

kvarkok számára. A zsákállandó ilyen bevezetése lényegében nem változtatja meg a megfelel®

relativisztikus hidrodinamikai megoldások (uµ és p) alakját (azaz ezen mennyiségek tér� és

id®függését), mint azt a 2.1.1. szakasz 1. lábjegyezetében látjuk (de persze a T h®mérséklet

alakját igen; éppen erre a célra, fázisátalakulás leírására vezették be a zsákmodellt).

A kvarkanyag valódi állapotegyenletének meghatározására elméleti számítások sora tesz

kísérletet. Az 1.1. ábrán a talán legalapvet®bb módszerb®l, a QCD rácson való megoldásából

kapott eredmény, a p nyomás a T h®mérséklet összefüggése látható [20]. A p ∼ T 4 az ideális

gáz esetének felelne meg, a releváns változó tehát p/T 4. Jóval a fázisátmeneti Tc h®mérséklet

fölött, ahol a hidrodinamikai modellezést alkalmazni akarjuk, a p ∼ T 4 törvény közelít®leg

igaz, noha az anyag itt sem ideális gáz (az arányossági tényez® nem a Stefan-Bolztmann-féle

érték). Ezért tehát arra, amire tulajdonképpen alkalmazni akarjuk a hidrodinamikai leírást a

nehézion�zikában, közelít®leg használható az ideális gáz fenti állapotegyenlete. Kiderül továbbá

a rács-QCD számolásokból, hogy a mai nehézion�zikai ütközési energiájú folyamatokban az

állapotegyenletben valóban elhanyagolható a µB-függés (azaz a bariokémiai potenciáltól való

függés) szerepe [33], ezért jogos a (sokszor alkalmazott) közelítés, amikor a hidrodinamikai

egyenletekben csak T és s változásait vizsgáljuk.

Érdemes megjegyezni, hogy az (1.7) állapotegyenlet egy lehetséges általánosítása a κ kons-

tans κ (T )-re való cseréje, azaz T -függ®vé tétele, amire mint h®mérsékletfügg® hangsebességre

szoktak hivatkozni, a κ (T ) = 1
c2s

összefüggés alapján. Alkalmas κ (T ) függvény pontosan leír-

hatja a különféle számítások alapján kapott kvarkanyag-állapotegyenleteket. A nyomás, mint

termodinamikai potenciálfüggvény ilyenkor a kövekez®:

ε = κ (T ) p, p = nT ⇔ p (T, µ) = p0 exp

{
µ

T
+

∫ T

T0

κ (ξ) + 1

ξ
dξ

}
. (1.10)

Általános κ (T )-ra csak a nemrelativisztikus hidrodinamikai egyenleteknek ismert táguló t¶z-

gömböt leíró megoldása ([34], lásd az 1.5. szakaszt is).



1.4. A HIDRODINAMIKAI ALAPEGYENLETEK 11

1.1. ábra. Az er®sen kölcsönható anyag állapotegyenlete rács-QCD számolások alapján. A fá-
zisátalakulási h®mérsékletnél (171±9 MeV-nél, amennyiben az ún. kvarkszám-szuszceptibilitás
alapján de�niáljuk az átmenetet) sokkal nagyobb h®mérsékletre a p ∼ T 4 (ultrarelativisztikus
gázra igaz) összefüggés nem nagyon rossz közelítés lehet, noha az arányossági tényez® kisebb,
mint a Stefan-Boltzmann-állandóból kapható. Az ábra eredetije a [20] hivatkozásban található.

1.4.2. Tökéletes folyadékok mozgásegyenletei

A dolgozatban tökéletes folyadékok egyenleteinek megoldásaival foglalkozunk. Figyeljünk

az elnevezésre: ebben a dolgozatban tökéletes folyadékról beszélünk, ha az entrópia megmarad,

azaz nincs sem bels® súrlódás, sem h®vezetés. Az ideális folyadék hasonlót jelent, de ennek de-

�níciójába néha beleértik, hogy térfogattartó (inkompresszibilis) is. A nehézion�zikában persze

szó sincs térfogattartásról: éppen az anyag tágulását akarjuk leírni. A félreértés elkerülése

végett tehát �ideális� helyett inkább a �tökéletes folyadék� elnevezést követjük.

Már volt szó róla, hogy a hidrodinamika azért használható egészen különböz® tér� és id®ská-

lájú folyamatok leírására, mert a dinamika lényegében csak a megmaradási törvényeket hasz-

nálja ki. Relativisztikus esetben az alapegyenletek levezetése ténylegesen így történik. Ehhez a

Landau-féle módszert [35] használhatjuk: el®ször felírjuk a folyadék energia-impulzus-tenzorát:

Tµν = (ε+ p)uµuν − pgµν . (1.11)

Tökéletes folyadékra ezt az alakot az sugallja, hogy lokális nyugalmi rendszerben (azaz ahol

lokálisan uµ = (1,0)) ez átmegy a Tµν = diag (ε,−p,−p,−p) formába, ami ε energias¶r¶ségnek
és p izotrop nyomásnak felel meg. Szokás szerint de�níciószer¶en akkor tekintjük a folyadékot

tökéletesnek, ha energia-impulzus-tenzora lokálisan ilyen diagonális alakra hozható megfelel®

Lorentz-transzformációval, és ekkor az ehhez a transzformációhoz tartozó uµ-t hívjuk a folyadék
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sebességének. (Súrlódó folyadék esetében a kérdés bonyolultabb, lásd az 1.4.3 szakaszt).

A mozgásegyenletek az energia� és impulzusmegmaradást kifejez®, négy független kompo-

nens¶ ∂νT µν = 0 egyenletb®l adódnak az el®z® kifejezés behelyettesítésével. Az uµ-re ortogo-

nális projekcióval kapjuk a relativisztikus Euler-egyenletet:

(ε+ p)uν∂νu
µ = (gµρ − uµuρ) ∂ρp. (1.12)

Az uµ-vel párhuzamos projekció az energiamegmaradást kifejez® relativisztikus egyenlet:

∂µ (εu
µ) = −p∂µuµ ⇔ (ε+ p) ∂µu

µ + uµ∂µε = 0. (1.13)

Ha a folyásban résztvev® anyag megmaradó töltést vagy megmaradó n részecskeszámot hordoz,

ennek kontinuitási egyenlete (a bevezetett n (x)-re):

∂µ (nu
µ) = 0 ⇔ n∂µu

µ + uµ∂µn = 0. (1.14)

Ezen egyenletek háromdimenziós jelölésmódban felírt alakját uµ de�níciójának behelyettesítésé-

vel könnyen levezethetjük. Az Euler-egyenlet, az energiaegyenlet és a részecskeszám kontinuitási

egyenlete rendre
ε+ p

1− v2
dv

dt
= −∇p− v

∂p

∂t
, (1.15)

1

ε+ p

dε

dt
= − (∇v)− 1

1− v2
d

dt

v2

2
, (1.16)

d

dt
ln

n√
1− v2

= − (∇v) . (1.17)

Ezekb®l az egyenletekb®l határátmenettel kiadódnak a nemrelativisztikus egyenletek10. Ezek

jól ismertek, itt a nehézion�zikában használatos formájukban idézzük fel ®ket. Emlékezzünk,

a nemrelativisztikus esetben ε-ba nem értjük bele a nyugalmi energiát. Az Euler-egyenlet, az

energiamegmaradást kifejez® egyenlet és a részecskeszám-megmaradás egyenlete rendre

m0n
dv

dt
= −∇p, (1.18)

∂ε

∂t
+∇ (εv) = −p (∇v) , ⇔ dε

dt
= − (ε+ p) (∇v) . (1.19)

10 Ehhez a v � 1 feltételnek kell teljesülnie, valamint annak, hogy az ε = m0n+ εNR felírásban εNR � m0n
és p � m0n teljesüljön, azaz a nyugalmi energias¶r¶ség a többi feszültségnél sokkal nagyobb legyen. Ekkor
az itteni εNR játssza a nemrelativisztikus esetbeli energias¶r¶ség szerepét, ami nem tartalmazza a nyugalmi
energiát.
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∂n

∂t
+∇ (nv) = 0 ⇔ 1

n

dn

dt
= − (∇v) . (1.20)

Ezek az egyenletek is nemlineárisak, általános esetben egészen bonyolult folyási képek ala-

kulhatnak ki. Nehézion�zikai alkalmazásokhoz azonban számos egyszer¶nek mondható egzakt

megoldásuk ismeretes, ezek közül néhányat felidézek az 1.5. szakaszban. A fentiekb®l is látszik,

hogy a relativisztikus egyenletek jóval bonyolultabbak, mint nemrelativisztikus megfelel®ik.

1.4.3. Kitekintés: súrlódó folyadékok egyenletei és problémái

A folyadékok bels® súrlódása nemrelativisztikus esetben is bonyolultabbá teszi az alapegyen-

leteket, de koncepcionális problémákat nem okoz. Az összenyomhatatlan súrlódó folyadékok

egyenletének, a Navier�Stokes-egyenletnek néhány tulajdonsága ma sem pontosan ismert (s®t,

a kezdetiérték-problémája megoldásának egzisztenciakérdése az ismert legnehezebb matemati-

kai problémák közé tartozik [36]), és egzakt megoldásokat is nehezebb találni rá, mint a tökéletes

folyadékok egyenleteire. Ezzel együtt senki sem kételkedik abban, hogy a súrlódó folyadékok

mozgását leíró helyes egyenleteket nemrelativisztikus esetben ismerjük (összenyomhatatlan fo-

lyadékra ez a Navier�Stokes-egyenlet). Disszipatív áramlások relativisztikus tárgyalása viszont

ma sem megoldott elvi problémáktól terhelt.

Nem világos, hogy mit értünk a folyadék sebességén, amikor az energia tömeggel ekviva-

lens, azaz bármilyen energiaáramlásra (pl. h®vezetésre is) gondolhatunk úgy, mint ahol tömeg

is áramlik. A súrlódó relativisztikus hidrodinamikai egyenletek megalkotására tett els® próbál-

kozás Eckart nevéhez f¶z®dik [37]. Az ® megközelítésében egy megmaradó részecskeszámból

indulunk ki (árams¶r¶ségét Nµ-vel jelöljük). A megmaradási egyenlet alakja

∂µN
µ = 0, Nµ = nuµ, n =

√
NµNµ. (1.21)

Ez egyúttal a négyessebesség de�níciója: a részecskeáramlás sebessége. Az energia-impulzus-

tenzorban viszont már megjelennek a bels® súrlódási (πµν) és h®vezetési (qµ) tagok:

Tµν = (ε+ p)uµuν − pgµν + qµuν + qνuµ + πµν , qµu
µ = 0, πµνu

ν = 0, πµ
µ = 0. (1.22)

A πµν bels® súrlódási tenzorra és a qµ h®áramra megadott feltételek a p és az ε mennyiségek

egyértelm¶ de�níciójához kellenek. A gradiensekben els®rend¶ kovariáns kifejezést keresve, és

megkövetelve, hogy az entrópiaprodukció pozitív legyen, lényegében egyértelm¶en adódnak a

πµν = η (∂µuν + ∂νuµ − uµu
ρ∂ρuν − uνu

ρ∂ρuµ) +

(
ζ − 2

3
η

)
(∂ρu

ρ) (gµν − uµuν) , (1.23)
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qµ = κ (gµν − uµuν) (∂νT − Tuρ∂ρuν) (1.24)

alakok, η és ζ súrlódási és κ h®vezetési együtthatókkal. A mozgásegyenleteket a ∂µT µν = 0

feltétel tartalmazza. Ennek az Eckart-féle elméletnek több hiányossága is van. Egyrészt nem

kauzális, fénynél gyorsabb információcsere is megvalósulhat benne11. Egy talán még kellemet-

lenebb probléma, hogy a nyugvó, homogén folyadékot leíró megoldás kis perturbációkra nézve

nem stabil [38] (ami pedig alapvet® követelmény lenne). A nagyenergiás �zikában továbbá

felmerül a kérdés, hogy hogyan de�niálható a részecskeszám.

A Landau-féle tárgyalás (lásd pl. [35]) éppen abban különbözik, hogy ott a négyessebesség

de�níció szerint az energiaáram irányába mutat. Emiatt az Nµ árams¶r¶ségben megjelenik egy

kompenzáló tag: Nµ = nuµ + jµ, viszont nincs �külön� h®vezetés, az energia-impulzus-tenzor

(1.22) alakú qµ ≡ 0 kitétellel. Hasonló megfontolásokkal, mint az Eckart-esetben, kiderül, hogy

noha uµ de�níciója más, πµν ugyanolyan alakú függvénye uµ-nek, mint (1.23)-ban, jµ pedig

jµ = κ

(
nT

ε+ p

)2

(∂µ − uµu
ρ∂ρ)

µ

T
(1.25)

alakúnak adódik. Nem nyilvánvaló, hogy az Eckart� és a Landau-módszer ekvivalens lenne. A

Landau-féle elmélet mindazonáltal könnyen felírható a µ = 0, n = 0 esetre (ami a nehézion�zikai

alkalmazásban el®nyös). Az akauzalitás és az instabilitás itt is fennáll [38].

Kauzális elmélethez kézenvekv®, ha hiperbolikus egyenletekkel próbálkozunk. Ilyeneket úgy

lehet kapni, hogy a mikroszkopikus, kinetikai egyenletb®l indulva a makroszkopikus mennyisé-

gekre áttér® átlagolás során a nulladrend¶ (azaz tökéletes folyadékot leíró) és els®rend¶ (azaz az

ismert els®rend¶ súrlódó hidrodinamikai) közelítésen túlmegyünk: magasabbrend¶ deriváltak,

és az állapotegyenleten belül is dinamikai mennyiségek jelennek meg. Ekkor persze a disszipatív

tulajdonságokat már nem csupán három együttható (κ, η, ζ) adja meg. Az elmélet ismerte-

tésére itt nem térek ki, csak megjegyzem, hogy ez valóban stabil, kauzális, de hiperbolikus és

id®ben másodrend¶ egyenleteket ad. Ezt a módszert el®ször Israel és Stewart alkalmazt [39], és

a másodrend¶ elméletek fejlesztése aktív kutatási téma. A mai numerikus számolásokban egyre

inkább másodrend¶ elméleteket használnak a Landau-módszer helyett. Az els®rend¶ egyenletek

kutatásában új irányt jelent a relativisztikus termodinamika konzisztens felépítése [40].

A súrlódó folyadékokra vonatkozó alapelveket itt csak a teljesség kedvéért vázoltam fel.

Jelenleg nem lezárt kérdés az alapegyenletek tisztázása sem, és nem is ismeretes a nehézion�zi-

kában használható súrlódó relativisztikus egzakt hidrodinamikai megoldás (bármilyen megköze-

11 Ez kiderül pl. abból, hogy a h®vezetés egyenletére a hagyományos di�úzióegyenlettel rokon alakú, elliptikus
di�erenciálegyenlet adódik, aminek Green-függvénye, a σ2 ∼ t− t0 szélesség¶ Gauss-eloszlás nem kauzális. Vita
folyik arról, hogy ez mekkora probléma: egy lehetséges feloldás, hogy olyan esetekben, amikor fénynél gyorsabb
információközlés valósulna meg, eleve a makroszkopikus, hidrodinamikai leírás érvényét veszti.
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lítésben). A továbbiakban nem is foglalkozunk ezzel a kérdéskörrel, hanem rátérünk a tökéletes

folyadékokra vonatkozó egzakt megoldások tárgyalására. Ezeket � mivel a kísérletekben lét-

rejöv® kvarkanyag súrlódása igen kicsi � jól használhatjuk az id®fejl®dés követésére. (Kivétel

persze, ha éppen a súrlódás nagyságát szeretnénk a kísérletekb®l meghatározni.)

1.5. Ismert egzakt megoldások

Ebben a szakaszban felidézek néhány ismert eredményt: egzakt nemrelativisztikus és rela-

tivisztikus megoldásokat és megoldásosztályokat, ezek f®bb jellemz®it. Ezek � illetve az, hogy

a relativisztikus esetben viszonlag kevés egyszer¶ egzakt eredmény volt ismert � jelentették

részben a motivációt a további megoldások kereséséhez.

1.5.1. Nemrelativisztikus eset: önhasonló megoldások

A nemrelativisztikus alapegyenletek jóval egyszer¶bbek a relativisztikusaknál, így könnyebb

rájuk egzakt megoldást is találni. Létezik egy egészen általános parametrikus megoldásosz-

tály [41], amely tulajdonságait tekintve talán a lehet® legjobban illeszkedik a nehézion-ütközé-

sekr®l alkotott képünkhöz (már amennyire ez egy egzakt megoldástól elvárható). Ez a megoldás

speciális esetek egymás utáni felderítésével vált ismertté, ezek közül a következ® szakaszban

összefoglalom a fontosabbakat, de az általános esettel kezdem.

A megoldás önhasonló (a kozmológiai Hubble-törvényhez hasonló) tágulást ír le, a karak-

terisztikus felületek pedig (táguló) önhasonló háromtengely¶ ellipszoidok. Ezek az alábbi A

függvény szintfelületei:

A (rx, ry, rz, t) =
r2x

a2 (t)
+

r2y
b2 (t)

+
r2z
c2 (t)

. (1.26)

Itt az a (t), a b (t) és a c (t) függvények az ellipszoidok tengelyei az id® függvényében. Látható,

hogy az önhasonló ellipszoidok seregét az A = const felületek adják meg. A megoldáshoz

tartozó sebességmez® pedig olyan, ami illeszkedik ezekhez az ellipszoidokhoz: belátható, hogy

ha a v az alábbi (önhasonló) alakú, akkor az A függvény együttmozgó deriváltja elt¶nik:

vx =
ȧ (t)

a (t)
rx, vy =

ḃ (t)

b (t)
ry, vz =

ċ (t)

c (t)
rz ⇒ dA

dt
=
∂A

∂t
+ v∇A = 0. (1.27)

A továbbiakban az ilyen tulajdonságú (mindig A-val jelölt) függvényeket skála� vagy skálá-

zófüggvényeknek fogom nevezni. (Az elnevezés oka, hogy ebben a speciális önhasonló megol-

dásosztályban A különböz® értékeinek az önhasonlósági, vagy skálatranszformációval egymásba

vihet® felületek, ellipszoidok felelnek meg.) Ezek � mivel az együttmozgó derivált a hidrodina-
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mikai egyenletekben sokszor el®fordul � fontos szerepet töltenek majd be egzakt megoldások

keresésében.

Behelyettesítéssel ellen®rizhet®, hogy a következ® képletek a nemrelativisztikus hidrodina-

mika (1.18)�(1.20) egyenleteinek megoldását adják (az (1.7) állapotegyenlet esetére) [41]:

vx =
ȧ

a
rx, vy =

ḃ

b
ry, vz =

ċ

c
rz, A =

r2x
a2

+
r2y
b2

+
r2z
c2
, V ≡ abc, n = n0

V0
V
ν (A) , (1.28)

T = T0

(
V0
V

)1/κ

τ (A) , ν (A) =
1

τ (A)
exp

{
− Ti
2T0

∫ A

0

1

τ (ξ)
dξ

}
. (1.29)

A két bevezetett egyváltozós függvény, ν (A) és τ (A) kapcsolata nem tetsz®leges, de egyébiránt

τ (A)-t tetsz®legesen választhatjuk. A nulla index a kezdeti értékeket jelenti, a V mennyiség

pedig az ellipszoid valamilyen értelm¶ �térfogatának� mértéke. Az a, b, c tengelyek id®fejl®dését

egy további egyenlet korlátozza: abban az esetben kapunk megoldást, ha

aä = bb̈ = cc̈ =
Ti
m0

(
V0
abc

) 1
κ

⇔ L =
m0

2

(
ȧ2 + ḃ2 + ċ2

)
− κTi

(
V0
abc

) 1
κ

. (1.30)

Ez utóbbi, a tengelyek id®fejl®dését meghatározó egyenlet egy a, b, c koordinátájú részecskének

adott nemrelativisztikus potenciálban történ® newtoni mozgásegyenleteként fogható fel, felír-

tam az ehhez tartozó Lagrange-függvényt. Ezen mozgásegyenletek egzakt megoldása általános

esetben nem ismert12, az viszont látszik, hogy a potenciál taszító és nagy a, b, c értékekre elt¶n®

er®t ad, tehát nagy id®kre növekv®, mégpedig állandósult sebességgel növekv® a (t), b (t), c (t)

függvényeket várunk: a (t) ' α1t+ α2, b (t) ' β1t+ β2, c (t) ' γ1t+ γ2.

Mivel a τ (A) függvény tetsz®leges, szép általános alakú h®mérsékletpro�lokat írhatunk le

ezzel az egzakt megoldással. A már említett Buda-Lund-modell alapja ez és az ehhez hasonló

tulajdonságú relativisztikus hidrodinamikai megoldások. (Az eredeti Buda-Lund-parametrizá-

ciónak τ (A) = 1
1+bA

, b ∈ R, és az ebb®l (1.29) szerint kapható ν (A) felel meg.) Érdemes

fel�gyelni arra, hogy a nagy id®kre megvalósuló végállapot tulajdonképpen azonos lehet igen

különböz® kezdeti feltételek esetén is, tehát a � kifagyáskori állapotot tükröz® � hadronikus

meg�gyelhet® mennyiségekb®l ezen megoldás alapján nem tudunk egyértelm¶en visszakövet-

keztetni a tágulás történetére és kezdeti feltételeire.

12 Az a = b = c (gömbszimmetrikus) esetben megtalálható a megoldás, ennek κ = 3/2-re igen egyszer¶ alakja
van, ezt lentebb láthatjuk. Ismert továbbá, hogy κ = 3/2-re általános esetben is megállapítható egzakt formában
az a2 + b2 + c2 �abszolút méret� id®fejl®dése, az (1.30) energiaintegráljából. Már M.Sc. szakdolgozatomban [42]
sikerült megmutatnom, hogy a kétdimenziós analóg eset κ = D/2, azaz κ = 1 választásra integrálható kvadra-
túrákkal; ezt itt nem írom le, mivel lényegesen nem járul hozzá az általános eset megértéséhez.
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1.5.2. Nemrelativisztikus eset: speciális esetek

Az el®z® szakaszban látott megoldás speciális esetei önmagukban is érdekesek. Igen fontos

eset, amikor τ (A) = 1 konstans, azaz térben homogén a h®mérséklet [34]. Ekkor (az (1.29)

egyenlet alapján) a részecskeszám-pro�l n ∼ exp (−const · A), azaz térbeli Gauss-alakú lesz.

Ebb®l a megoldásból (a tengelyek végállapoti sebességének és értékének ismeretében) egzakt

módon, közelítés nélkül kiszámítható sok meg�gyelhet® mennyiség: az egyrészecske-spektrum,

az elliptikus folyás, a kétrészecske-korrelációs függvények és az ®ket Gauss-alakot feltételez®

parametrizációban jellemz® HBT-sugarak. Ez a megoldásosztály tudtommal egyedi abban az

értelemben is, hogy kiterjeszthet® általánosabb, ε = κ (T ) p, p = nT állapotegyenletre is. Ez

a kiterjesztés teljesen hasonló alakú, az egyetlen különbség, hogy a tengelyek mozgását (1.30)

helyett más, a κ (T ) függvénykapcsolat alakjától függ® mozgásegyenlet határozza meg [34].

Külön említést érdemel a gömbszimmetrikus τ (A) = 1 eset. Ekkor a κ = 3/2 esetre az (1.30)

egyenlet egyszer¶en megoldható (az a a gömb sugara, ekkor tehát a(t) = b(t) = c(t)):

a2 (t) =
Ti
m0

(t− t0)
2 + a20, (1.31)

ahol V0 = a30, a0 pedig a t = t0 id®pontban adott kezdeti feltétel (tehát t0 és a0 integrációs

konstansok). Ez a gömbszimmetrikus egzakt megoldás már korábban ismert volt [43], és a neki

megfelel® fázistérbeli eloszlásfüggvény egy rendkívüli tulajdonsága miatt különleges �gyelmet

érdemel. A 3. fejezetben ezt fejtem ki, és a problémakört relativisztikus hidrodinamikára is

általánosítom. Eközben forgó tágulást leíró megoldásokat is találunk.

Végül megemlítjük az 1978-ból származó els® önhasonló hidrodinamikai megoldást, a kisebb

energiájú mag�zikában egykor kiterjedten használt Zimányi-Bondorf-Garpman-megoldást [44].

Ezen alapult lényegében minden ebben a szakaszban felidézett nemrelativisztikus megoldás, ill.

a Buda-Lund modell is. A Zimányi-Bondorf-Garpman-megoldás a mostani jelölésben (1.29-nek

gömbszimmetrikus, a τ (A) = 1 − A választáshoz tartozó speciális esete. Érdekes jellemz®je,

hogy ekkor τ (A) és ν (A) egymás hatványai (a szerz®k eredetileg ebb®l a feltételb®l indultak

ki.) Az a (t) explicit alakját itt is (1.31) adja meg.

1.5.3. Relativisztikus eset

A relativisztikus hidrodinamika egyenletei Landau munkáiban bukkannak fel el®ször, és az

els® jelent®s egzakt megoldás is, mely ma Landau-Khalatnikov-megoldás néven ismert, ekkorból

származik [23, 24, 25]. Ez egy 1+1 dimenziós, (1.7) szerinti, κ = 3-mal jellemzett állapotegyen-

let¶ megoldás, amely egy kezdetben nyugalomban lév®, véges hosszúságú anyagdarab gyorsuló
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tágulását írja le. Hátránya, hogy implicit módon írható csak fel: a t id®� és az rz helykoordináta

zárt képletekkel nem kiértékelhet® integrálformulákkal van megadva mint T és a v függvénye.

(Az A.3. függelékben röviden összefoglalom az ehhez a megoldáshoz vezet® gondolatmenetet).

Egy igen fontos és jól mérhet® meg�gyelhet® mennyiség volt már a kozmikus sugaras kísér-

letek korában is a keletkez® hadronok rapiditáseloszlása, dn
dy
. A Landau-Khalatnikov-megoldás

alapján számolva dn
dy
-ra közelít®leg Gauss-alakot kapunk y-ban, ami els® közelítésben jól egyezik

a mérési eredményekkel. Az implicit felírás azonban nagyon megnehezíti, hogy a mért értékek

alapján, visszakövetve a hidrodinamikai evolúciót, feltárjuk a kezdeti állapotot.

Az egzakt relativisztikus hidrodinamikai megoldások másik jól ismert példája a Hwa-Bjorken-

megoldás [45, 46], sok tekintetben a Landau-Khalatnikov-megoldás �ellenpontja�. Ez szintén

1+1 dimenziós áramlás, rendkívül egyszer¶, gyorsulásmentes, és boost-invariáns. (Ez azt jelen-

ti, hogy minden, a laborrendszerhez képest egyenletesen mozgó meg�gyel® pontosan ugyanolyan

alakúnak látja az áramlást.) Ebb®l többek között következik, hogy a bel®le számolt rapditásel-

oszlás (minthogy a rapiditás Lorentz-boostokra additívan viselkedik) konstans. Ez a kép akkor

indokolható, ha a �végtelen nagy ütközési energia� határesetét vizsgáljuk, biztosan nem igaz

azonban valós esetben (már csak az összenergia végessége miatt sem). A 4. fejezetben részlete-

sen foglalkozom a rapiditáseloszlás kiszámításával (egy általam talált megoldásosztály esetében,

melynek a Hwa-Bjorken-megoldás egy határesete).

A Hwa-Bjorken-megoldás felírására a legcélszer¶bb az (ezentúl is lépten-nyomon el®kerü-

l®) ún. Rindler-koordináták használata, amelyeket most úgy de�niálunk, hogy többdimenziós

gömbszimmetrikus esetben és 1 + 1 dimenzióban is használhatóak legyenek13. Az r ilyenkor

a sugárirányú helykoordinátát fogja jelölni, D = 1-re pedig az egyetlen térkoordinátát. A

fénykúpon belül (azaz r < t-re) a τ és η Rindler-koordináták de�níciója:

τ =
√
t2 − r2, η = Ar th

r

t
⇐⇒ t = τchη, r = τshη, (1.32)

A τ -t sajátid®nek, az η-t pszeudorapiditásnak nevezzük, a nehézion�zikai irodalomban elfoga-

dott terminológia alapján, noha általában τ és η semmilyen folyadékelemnek nem sajátideje ill.

rapiditása. A Hwa-Bjorken-megoldást viszont (csakúgy, mint több dimenzióban a lentebb fel-

idézett önhasonló Hubble-típusú megoldásokat) éppen az jellemzi, hogy τ és η a folyadékelemek

sajátideje ill. rapiditása: ekkor a sebességmez® és az entrópias¶r¶ség alakja a következ®:

v =
r

t
= thη, ⇔ uµ =

xµ

τ
, s = s0

τ0
τ
. (1.33)

13 Nevezhetjük ezeket gömbi Rindler-koordinátáknak is, hiszen általában csak az egydimenziós esetben beszél-
nek Rindler-koordinátázásról. 1 + 1 dimenziós esetben ez a koordinátázás akkor is kerül el®, ha a sík térid®ben
konstans saját-gyorsulású meg�gyel®k világvonalait vizsgáljuk.
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Könnyen leellen®rizhet®, hogy így valóban (egyszer¶, gyorsulásmentes) megoldást kapunk, ha

az állapotegyenletet ε = κp és µ = 0 alakban vesszük fel, tetsz®leges κ-val. Megkaphatjuk

T és p kifejezését is, melyek persze már nem ugyanazok κ különböz® értékeire (noha v és s

kifejezése minden κ-ra ugyanaz14). Ez a megoldás tehát rendkívül egyszer¶: éppen ezért pl.

a mért rapiditáseloszlásból könnyen visszaszámolható a kezdeti energias¶r¶ség. Az így kapott

becslési módszer jelent®ségében messze túln®tt magán a hidrodinamikai megoldáson, a mai kí-

sérletek (RHIC, LHC) is kiterjedten alkalmazzák15. A táguló anyag viszont a valóságban, véges
√
s ütközési energián bizonyára nem gyorsulásmentesen mozog, ezért is érdemes gyorsulást is

tartalmazó megoldásokat keresni. A Bjorken-féle energiabecsléssel és lehetséges pontosításával

a 4. fejezetben foglalkozom.

Az újabb relativisztikus hidrodinamikai megoldások között mindenképpen ki kell emelni az

el®z® szakaszban látott nemrelativisztikus megoldásokhoz hasonló Hubble-típusúakat [48, 49].

Az egyik fontos megoldásosztály gyorsulásmentes, Hubble-típusú tágulást ír le (mely a Bjorken-

megoldás többdimenziós általánosításaként is felfogható):

v =
r

t
= thη ⇔ uµ =

xµ

t
, A =

r2x
a20t

2
+

r2y
b20t

2
+

r2z
c20t

2
,

n = n0

(τ0
τ

)3
ν (A) , T = T0

(τ0
τ

) 3
κ 1

ν (A)
, p = p0

(τ0
τ

)3κ+1
κ
, p0 = n0T0. (1.34)

A sebességmez® és az A változó (1.28) olyan speciális esetének tekinthet®, ahol a tengelyek

gyorsulásmentesen tágulásban vesznek részt. A τ (A) = 1
1+bA

választás itt is a Buda-Lund-

parametrizációnak felel meg.

A következ®kben rátérek saját munkámra. A dolgozatban leírt f® eredményeim, az új egy-

szer¶, gyorsuló egzakt megoldások abba a vonulatba próbálnak beleilleszkedni, ahova az itt

felidézett ismert megoldások nagy része is: a jórészt Zimányi József és Csörg® Tamás által

elindított folyamatba, amely az egyszer¶ megoldásokon alapuló hidrodinamikai modellek fej-

lesztését t¶zte ki célul, az adatokban mutatkozó egyszer¶ skálaviselkedések alapján. Az egzakt

megoldások keresése talán kevésbé felfutott, mint a numerikus módszerek alkalmazása hidro-

dinamikai modellezésre, mindazonáltal állandó érdekl®désre tarthat számot. Az összefoglaló 5.

fejezetben röviden kitérek a saját munkámmal egyidej¶ vagy azóta elért új eredményekre is.

14 Az (1.33)-ban adott sebességmez® alapján még általánosabb állapotegyenletre is adható hidrodinamikai
megoldás: megemlítjük pl. a zsákállandó (lásd az 1.4.1. szakasz) bevezetésével kapható megoldást, melyet Gyu-
lassy és Matsui vezetett be [47].

15 Ez az oka annak, hogy noha magát a megoldást R. C. Hwa már 1974-ben, majdnem 10 évvel Bjorken el®tt
felírta, szinte csak Bjorken-megoldásként ismeretes az irodalomban.



2. fejezet

Új egzakt relativisztikus megoldások

Az el®z® fejezetben felvázoltam néhány nehézion�zikában alkalmazott típusú ismert hid-

rodinamikai megoldást. E fejezet els® szakaszában megvizsgálok néhány olyan, részben már

ismert, részben saját magam által kidolgozott módszert, amelyek segítségével egyszer¶bbé le-

het tenni a hidrodinamikai egyenleteket, Az itt leírt módszerek önmagukban is érdekesek. A

fejezet további részeiben pedig bemutatok egy új megoldásosztályt, amely sok szempontból

egyedi: egyszer¶, explicit és egzakt, a folyadék gyorsulása pedig nemelt¶n®. Korábban nem

volt ismert ilyen típusú relativisztikus hidrodinamikai megoldás. (Az el®z® fejezet végén látott

Landau-Khalatnikov-megoldás ugyan gyorsuló, de implicit módon adott, és nagyon bonyolult, a

többi korábban ismert relativisztikus megoldás, beleértve az egyszer¶ Hwa-Bjorken-megoldást

is, nem gyorsuló tágulást ír le.) A fejezetben leírt eredményeim, az új relativisztikus gyorsuló

megoldások az [50] és az [51] publikációkban jelentek meg.

2.1. Egzakt megoldások keresése

2.1.1. Az egyenletek Rindler-koordinátákban

Egyszer¶sége miatt külön vizsgálatot érdemel a gömbszimmetrikus (vagy az 1+1 dimenziós)

eset. Mint az 1.5.3. szakaszban megállapodtunk, a sugárirányú koordinátát (D = 1-re pedig

az egyetlen térkoordinátát) r jelöli. Gömbszimmetrikus esetben a hármassebesség nemelt¶n®

komponensét egyszer¶en v-vel jelölöm. A sebességmez® helyett néha az Ω-val jelölt rapiditást

fogjuk használni, melynek de�níciója a szokásos: v (t, r) = thΩ (t, r). Továbbá ponttal és

vessz®vel jelölöm a t id® és az r helykoordináta szerinti parciális deriváltakat: ḟ ≡ ∂f
∂t
, f ′ ≡ ∂f

∂r
.

A fénykúpon belül (azaz r < t-re) használhatjuk az (1.32) de�nícióval bevezetett τ és

η gömbi Rindler-koordinátákat. (Ezt a Hwa-Bjorken-megoldás egyszer¶sége is sugallja.) A

20
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deriválási szabályok így alakulnak:

∂

∂t
= chη

∂

∂τ
− shη

τ

∂

∂η
,

∂

∂r
= −shη

∂

∂τ
+

chη

τ

∂

∂η
. (2.1)

Ha az (ideális gázéhoz hasonló) (1.7) állapotegyenletet használjuk, kit¶nik, hogy az n-re vonat-

kozó kontinuitási egyenlet lecsatolódik az Euler-egyenletr®l és az energiamegmaradási egyen-

letr®l, azaz � f®leg, ha a részecskeszám nem érdekes a tárgyalás szempontjából � elég ezt

a két egyenletet vizsgálni1. Erre az esetre a nyomás helyett bevezethetjük a kés®bb is hasz-

nált Q ≡ 1
κ+1

ln (p/p0) mennyiséget (ahol a p0 egy tetsz®letes skála), amivel a két megoldandó

egyenlet (az Euler� és az energiaegyenlet) tehát így alakul:

Q ≡ 1

κ+ 1
ln (p/p0) ,

1

1− v2
dv

dt
= −∇Q− v

∂Q

∂t
, (2.2)

κ
dQ

dt
= − 1

1− v2
d

dt

v2

2
− (∇v) ⇒

(
κ− v2

) ∂Q
∂t

+ (κ− 1)v∇Q+ (∇v) = 0. (2.3)

Az energiaegyenlet megfelel®jének két felírt formája egyenérték¶, mint az a (2.2) Euler-egyen-

letb®l könnyen látható. Gömbszimmetrikus esetben ezek az egyenletek így alakulnak:

v̇ + vv′

1− v2
= −Q′ − vQ̇,

v′ + vv̇

1− v2
= −κ

(
Q̇+ vQ′

)
− D − 1

r
v. (2.4)

Egyszer¶ átalakításokkal felírhatjuk a Rindler-koordinátákkal kifejezett alakokat is. Ez az el®bb

bevezetett Ω rapiditás segítségével kényelmes. A (2.4) egyenletek megfelel®i a következ®k:

ch (Ω− η)

(
τ
∂Ω

∂τ
+
∂Q

∂η

)
+ sh (Ω− η)

(
∂Ω

∂η
+ τ

∂Q

∂τ

)
= 0, (2.5)

ch (Ω− η)

(
∂Ω

∂η
+ κτ

∂Q

∂τ

)
+ sh (Ω− η)

(
τ
∂Ω

∂τ
+ κ

∂Q

∂η

)
+
D − 1

shη
shΩ = 0. (2.6)

Nemsokára (a 2.3. szakaszban) visszatérünk ezen egyenletek további vizsgálatára2. (Addig

is rögtön beláthatjuk ezekkel az egyenletekkel, hogy az (1.33) Hwa-Bjorken�, ill. az (1.34)

egyenletekkel adott Buda-Lund-típusú megoldások valóban megoldások.) A következ®kben

1 Az 1.4.1. szakaszban röviden megemlítettem a zsákmodell alapján kapott állapotegyenletet, amit a p →
p − B, ε → ε + B helyettesítés ír el®. Ett®l az Euler-egyenletben a relativisztikus tömeg szerepét betölt®
ε + p entalpia láthatóan nem változik, csakúgy, mint p és ε gradiensei sem. Így tehát bármilyen, az (1.7)
állapotegyenlethez tartozó megoldás érvényes lesz a zsákállandó bevezetése után is, a megfelel® helyettesítésekkel.
A T h®mérséklet id®fejl®dése persze érzékeny a zsákállandóra.

2 A Rindler-koordinátákat itt a �zikailag inkább releváns térid®-tartományban, a jöv®beli fénykúpon belül
vezettük be. Az A.2. függelékben részletesen megnézzük, hogy milyen egyenletek adódnak a fénykúpon kívüli
hasonló koordinátarendszerben.
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bemutatom az egyenletek egy másik érdekes megközelítését.

2.1.2. Relativisztikus potenciáláramlás és általánosítása gömbszimmet-

rikus esetben

A relativisztikus hidrodinamikai egyenletek bonyolult csatolt nemlineáris egyenletek. Min-

den olyan átalakítás, módszer, kritérium hasznos lehet, ami közelebb visz a megoldáshoz. Ha

már pl. a v sebességmez® alakja ismert, akkor abból egyszer¶bben lehet aztán a többi mennyi-

ségre vonatkozó egyenleteket megoldani. Ebben és a következ® szakaszban egy olyan módszert

vázolok fel3, amely egyszer¶bb egyenletekre vezeti vissza a problémát.

A termodinamikai összefüggések, (1.4) és (1.5) felhasználásával alternatív alakokban is meg-

fogalmazhatjuk a hidrodinamikai egyenleteket. Jól ismert [23], hogy az entrópiamegmaradás

egyenlete (amit tökéletes folyadékra valóban elvárunk, hogy teljesüljön) tényleg ekvivalens

az (1.13) energiaegyenlettel: behelyettesítve (1.4)-et és (1.5)-öt (1.13)-ba a következ®t kapjuk:

(ε+ p) ∂µu
µ + uµ∂µε = 0 ⇒ (Ts+ µn) ∂µu

µ + Tuµ∂µs+ µuµ∂µn = 0 ⇒

T∂µ (su
µ) + µ∂µ (nu

µ) = 0 ⇒ ∂µ (su
µ) = 0, (2.7)

azaz az s entrópias¶r¶ségre ugyanolyan alakú kontinuitási egyenlet igaz, mint az n-re vonatkozó

az (1.14) ill.(1.17). A következtetés érvényes akkor is, ha µ = 0, és akkor is, ha µ 6= 0, de n-re

(1.14) érvényes. Hasonló átalakításokkal az Euler-egyenlet egy alternatív formáját is felírhatjuk:

(Ts+ µn)uν∂νu
µ = (gµρ − uµuρ) (s∂ρT + n∂ρµ) = 0 ⇒

s

T
[∂µ (Tuν)− ∂ν (Tuµ)] (Tu

ν) +
n

µ
[∂µ (µuν)− ∂ν (µuµ)] (µu

ν) = 0. (2.8)

Ha pl. µ = 0 (vagy akár ha µ/T konstans), csak T és uµ szerepel az Euler-egyenletben. Ilyen

esetben látható, hogy ennek a (2.8) alatti formájára egyszer¶ megoldást kaphatunk egy Φ (x)

potenciálfüggvény bevezetésével, úgy, hogy maguk a benne felbukkanó antiszimmetrikus ten-

zorok elt¶njenek4:

µ

T
= const, Tuµ = ∂µΦ ⇒ T =

√
∂νΦ∂νΦ, uµ =

∂µΦ

T
, v = −∇Φ

Φ̇
. (2.9)

3 Az itt tárgyalt módszerek részben saját meggondolásokat tartalmaznak, részben Landau, Khalatnikov és
Belenkij munkáiban [23, 24, 25] is felbukkannak; ebben az esetben ezt mindig külön hangsúlyozom.

4 A µ = 0 feltevést nehézion�zikai reakciók modellezésénél valóban gyakran felteszik. Az 1.3. szakaszban em-
lített Buda-Lund-modellb®l kapott eredmények szintén értelmezhet®k úgy, hogy µ/T konstans [52, 53]; mindezek
miatt tehát érdemes ezzel a lehet®séggel foglalkozni.
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Ezt az áramlásfajtát nevezik néha relativisztikus potenciáláramlásnak. Landau és Khalatnikov

munkájában [23, 24, 25] a µ = 0 esetben szerepel ez a fajta átalakítás.

Gömbszimmetrikus esetben, amikor a sebességmez®nek csak a v (t, r) sugárirányú kom-

ponense szerepel, egyfajta fordított megközelítéssel is dolgozhatunk. Az alapegyenletekben

lépten-nyomon el®forduló együttmozgó derivált sugallja, hogy (mint a korábban bemutatott

ismert egzakt megoldások esetében is) bevezessük az A (t, r)-rel jelölt függvényt v (t, r) alter-

natívájaként azzal a de�nícióval, hogy A együttmozgó deriváltja elt¶nik:

∂A (t, r)

∂t
+ v∇A (t, r) = 0 ⇒ Ȧ+ vA′ = 0 ⇒ v (t, r) = − Ȧ

A′ . (2.10)

Adott A (t, r) függvény egyértelm¶en meghatározza v-t, adott v (t, r) pedig önmaga egy függvé-

nye erejéig meghatározza A-t: adott A helyett f (A) is ugyanazt a v sebességmez®t adja, ha f

lokálisan invertálható függvény, hiszen (2.10) alapján a folyadékelemek világvonalait A-nak a t,

r koordinátarendszerbeli szintvonalai adják meg, amelyek ugyanazok, mint f (A) szintvonalai.

(Más szóval: dA
dt

= 0 esetén df(A)
dt

= 0 is teljesül, vagyis f (A) is jó skálafüggvény.) Az eddigiek

alapján könny¶ számolással ellen®rizhet® az is, hogyD dimenzióban gömbszimmetrikus esetben

v divergenciájára teljesül az alábbi összefüggés:

(∇v) = v′ +
D − 1

r
v = −Ȧ

′A′ − ȦA′′

A′2 − D − 1

r

Ȧ

A′ , ⇒ d

dt
ln

A′

rD−1
= − (∇v) . (2.11)

Az (1.17)-ben háromdimenziós formában felírt kontinuitási egyenlet így egyszer¶en megoldható:

d

dt

{
ln

n√
1− v2

− ln
A′

rD−1

}
= 0 ⇒ d

dt

nrD−1

A′
√
1− v2

= 0 ⇒ n = A′
√
1− v2

ν (A)

rD−1
. (2.12)

Itt ν (A) tetsz®leges függvény lehet. Ha A helyett Ã = f (A)-t használunk, akkor v ugyanaz

marad, Ã els® deriváltjai A deriváltjainak f ′ (A)-szorosai lesznek, tehát ν (A) átde�niálásával

ugyanilyen alakot kapunk. Az s entrópias¶r¶ségre teljesen ugyanez a gondolatmenet alkalmaz-

ható, egy másik, ξ (A) függvény bevezetésével. Végül tehát az n-re és s-re vonatkozó egyenletek

megoldása:

n =
√
A′2 − Ȧ2

ν (A)

rD−1
, s =

√
A′2 − Ȧ2

ξ (A)

rD−1
, v = − Ȧ

A′ . (2.13)

Ha tehát adott egy A (t, r) függvény, már csak az Euler-egyenletet kell megoldanunk. Ehhez

most A-ból kiindulva vezessük be az U (t, r) függvényt úgy, hogy U szintvonalai pszeudoorto-

gonálisak legyenek A szintvonalaira. (Fontos megjegyezni, hogy az ilyen tulajdonságú U is csak

önmaga egy függvénye erejéig meghatározott; a végs® képletek viszont olyanok lesznek, hogy

átalakíthatóak úgy, hogy ha U helyébe tetsz®leges V = f (U)-t teszünk, ugyanazt a hidrodi-
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namikai megoldást adják.) A mondott feltétel alapján (2.10)-et használva v (t, r)-et U -val is

kifejezhetjük:

gµν∂µU∂νA = U̇Ȧ− U ′A′ = 0 ⇒ v = −U
′

U̇
⇔ uµ =

∂µU√
∂νU∂νU

. (2.14)

Ésszer¶ feltenni, hogy U és A nemszinguláris és lokálisan analitikus függvények a jöv®beli

fénykúpban, amit a szintvonalaikból képzett koordinátarendszer lefed. A gömbszimmetrikus

Euler-egyenletre U segítségével egyszer¶ megoldásokat találhatunk, ha a T (t, r) h®mérséklet és

a µ (t, r) kémiai potenciál helyett bevezetjük T (U,A)-t és m (U,A)-t a következ® módon:

T = T (U,A)
√
∂µU∂µU, µ = m (U,A)

√
∂µU∂µU. (2.15)

Ha behelyettesítjük ezt, illetve s és n (2.13) alatti kifejezését az Euler-egyenlet (2.8) felírásába,

a következ® egyszer¶ feltételt kapjuk T (U,A)-ra és m (U,A)-ra5:

ξ (A)
∂T
∂A

+ ν (A)
∂m

∂A
= 0. (2.16)

Az s és n kifejezéseiben A deriváltjairól áttérhetünk U -éira a (2.14) pszeudoortogonalitási fel-

tétellel. Összefoglalva az eddigieket, a (2.14) és a (2.16) feltételek erejéig tetsz®leges U (t, r),

A (t, r), illetve ξ (A), ν (A), T (U,A) és m (U,A) függvények a gömbszimmetrikus esetben

az (1.12)�(1.14) egyenletek megoldását adják:

s =
A′

U̇

ξ (A)

rD−1

√
U̇2 − U ′2, n =

A′

U̇

ν (A)

rD−1

√
U̇2 − U ′2, (2.17)

T = T (U,A)
√
U̇2 − U ′2, µ = m (U,A)

√
U̇2 − U ′2, (2.18)

v = −U
′

U̇
, U̇ Ȧ− U ′A′ = 0, ξ (A)

∂T
∂A

+ ν (A)
∂m

∂A
= 0. (2.19)

Ehhez az általános megoldáshoz képest kis specializációt jelent, ha faktorizált alakot teszünk

5 Ehhez a t és r szerinti deriválásokról át kell térni U és A szerintiekre, amit megtehetünk, hiszen U és A
szintvonalai nemszinguláris koordinátarendszert alkotnak. Néhány ilyen hasznos áttérési képlet:

∂f

∂t
= U̇

∂f

∂U
+ Ȧ

∂f

∂A
,

∂f

∂r
= U ′ ∂f

∂U
+A′ ∂f

∂A
⇒ ∂f

∂U
=

A′ ∂f
∂t − Ȧ∂f

∂r

U̇A′ − U ′Ȧ
,

∂f

∂A
=

−U ′ ∂f
∂t + U̇ ∂f

∂r

U̇A′ − U ′Ȧ
,

ahol a második képletpárt invertálással kaphatjuk. Ebb®l megkaphatjuk a t és r eredeti változók U és A szerinti
deriváltjait is, amib®l aztán az U és az A t és r szerinti deriváltjait is meghatározhatjuk:

U̇ = χ
∂r

∂A
, U ′ = −χ

∂t

∂A
, Ȧ = −χ

∂r

∂U
, A′ = χ

∂t

∂U
, ahol χ ≡ 1

∂t
∂U

∂r
∂A − ∂t

∂A
∂r
∂U

= U̇A′ − U ′Ȧ.
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fel T (U,A)-ra: T (U,A) = χ (A) T (U). Ekkor (2.16)-ból kis számolással következik, hogy vagy

ν (A) = 0, azaz a részecskeszám elt¶nik, vagy m (U,A) is ilyen alakú: m (U,A) = χ (A)m (U).

Látható, hogy a χ (A) = 1 esetben a most felírt általános gömbszimmetrikus megoldás a fentebb

látott relativisztikus potenciáláramlás típusú: U helyett önmaga függvényét véve a tetsz®leges

T (U) függvényt beleolvaszthatjuk U deriváltjaiba: az ilyen U -t Φ-nek nevezve valóban (2.9)

alakot kapunk v-re és T -re.

A (2.17)�(2.19) alatt felírt általános összefüggések alapján valódi hidrodinamikai megoldást

úgy kaphatunk, ha az állapotegyenletet is �gyelembe vesszük. A következ® szakaszban látjuk,

hogy ez általában bonyolult feltételeket jelent az eddig még szinte szabad U és A függvények-

re. Új megoldásokat nem is úgy érdemes keresni, hogy ezen feltételeket teljesen visszakövetjük

a (2.17)�(2.19)-en keresztül, hanem csak a v sebességmez®t határozzuk meg, majd ez alap-

ján közvetlenül meg tudjuk oldani a kontinuitási és az Euler-egyenleteket. A 2.2. szakaszban

mutatok erre konkrét példát.

2.1.3. Az állapotegyenlet �gyelembevétele

Láttunk két módszert arra, hogy hogyan egyszer¶sítsük a relativisztikus hidrodinamikai

egyenleteket: a Khalatnikov-tól származó módszer, a potenciáláramlás feltételezése megoldja

az Euler-egyenletet, a másik módszer a saját magam által kidolgozott (2.17)�(2.19) egyenletek

használata, mely gömbszimmetrikus esetben használható, és ebben az esetben a potenciáláram-

lás általánosítása. Mindkét esetben további feltételeket jelent az állapotegyenlet �gyelembevé-

tele. Ebben a szakaszban végig a az (1.7) állapotegyenlettel, azaz az ε = κp esettel foglalkozunk,

konstans κ együttható esetére.

Khalatnikov gondolatmenete a (2.9) potenciáláramlásra a következ® [24]: a négyessebességet

és a h®mérsékletet (2.9) alapján a Φ potenciállal felírva, ha kihasználjuk az (1.7) állapotegyenlet

µ és n nélkül felírt, (1.8) második egyenlete szerinti alakját, melyb®l s = s0

(
T
T0

)κ
következik,

felírhatjuk suµ kifejezését. Erre felírhatjuk a kontinuitási egyenletet:

suµ =
s0
T κ
0

(∂νΦ∂
νΦ)

κ−1
2 ∂µΦ, ∂ν (su

ν) = 0 ⇒ ∂µ

{
(∂νΦ∂

νΦ)
κ−1
2 ∂µΦ

}
= 0. (2.20)

Ez utóbbi Φ-re vonatkozó egyenletet háromdimenziós jelölésbe írva kapjuk az ideális gáznak

megfelel®, (1.7) állapotegyenlet¶ potenciáláramlásra vonatkozó végs® feltételt:

κ− 1

2

∂
∂t

(
Φ̇2 − (∇Φ)2

)
Φ̇−∇

(
Φ̇2 − (∇Φ)2

)
∇Φ

Φ̇2 − (∇Φ)2
= 4Φ− Φ̈. (2.21)
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A potenciáláramlásokra vonatkozóan ezt az egyenletet el®ször Khalatnikov alkalmazta. Ennek

minden megoldása egy ideális gáz állapotegyenlet¶ egzakt hidrodinamikai megoldást generál

(2.9) alapján. (Az ebb®l az egyenletb®l kapható Landau-Khalatnikov-megoldást röviden felidé-

zem az A.3. függelékben.)

Hasonló egyenletet vezethetünk le az (1.12)�(1.14) hidrodinamikai egyenleteknek az el®z®

szakaszban ((2.17)-ben és (2.18)-ban) kifejtett általános gömbszimmetrikus megoldása eseté-

re. Ez akkor lesz teljes hidrodinamikai megoldás, ha konzisztens az anyag állapotegyenletével,

mely összekapcsolja T -t, µ-t, s-et és n-et. (Abból a szemszögb®l, ahogyan most közelítettünk

az egyenletekhez, ez okozza az igazi nehézséget.) Az 1.4.1. szakaszban látottak szerint az anyag

állapotegyenlete megfogalmazható pl. úgy, hogy megadjuk a T (s, n) µ (s, n) függvényeket, ame-

lyek az ε (s, n) termodinamikai potenciálfüggvény deriváltjai. Ezekb®l, ha behelyettesítjük s, n,

T és µ el®z® szakaszban látott kifejezéseit, er®s megszorításokat kapunk az U és A függvényekre.

Nézzük el®ször azt az esetet, amikor az n részecskeszám (és a µ kémiai potenciál) nem t¶nik

el6! Az (1.7) állapotegyenletre vonatkozó T (s, n) és µ (s, n) függvényeket az (1.8) egyenletb®l

kaphatjuk (1.4) szerint (deriválásokkal). A következ® feltételekre jutunk:

T =
E0

κ

(
n

n0

) 1
κ

e
s
κn ,

µ

T
= κ+ 1− s

n
. (2.22)

A második egyenletet az el®z® szakasz általános megoldásában látott, m (U,A)-ra és T (U,A)-ra

vonatkozó (2.19) feltétellel kombinálva, (2.17) és (2.18) behelyettesítésével arra jutunk, hogy

m =

(
κ+ 1− ξ

ν

)
T , ξ

∂T
∂A

+ ν
∂m

∂A
= 0 ⇒ ∂

∂A

(
ln T − 1

κ+ 1

ξ

ν

)
= 0, (2.23)

azaz egy tetsz®leges egyváltozós T̃ (U) függvénnyel felírhatjuk a megoldást:

T (U,A) = T̃ (U) e
1

κ+1
ξ(A)
ν(A) , m (U,A) = T̃ (U) e

1
κ+1

ξ(A)
ν(A)

(
κ+ 1− ξ (A)

ν (A)

)
. (2.24)

Ezt most visszahelyettesíthetjük (2.22) els® egyenletébe. Különválasztva az U -t és A-t tartal-

mazó részeket azt kapjuk, hogy

U̇
(
U̇2 − U ′2

)κ+1
2 T̃ (U)

(
κ

E0

)κ

n0 = e
1

κ+1
ξ(A)
ν(A)

A′

rD−1
. (2.25)

6 Abban az esetben, ha µ = 0, azaz m (U,A) = 0, a (2.19) T (U,A)-ra vonatkozó egyenlete egyszer¶en a
T (U,A) = T̃ (U) feltételt adja, tehát T csak U -tól függ® függvény. Ebben az esetben már láttuk, hogy az
áramlás a (2.9) egyenletnek megfelel® potenciáláramlás; ezzel az esettel fentebb általánosan is foglalkoztunk, és
nemsokára belátjuk, hogy a mostani gondolatmenetünk speciális eseteként is felfogható.
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Kihasználhatjuk most, hogy � amennyiben egyel®re csak a sebességmez®re vagyunk kíváncsiak

� U -t és A-t átde�niálhatjuk önmaguk tetsz®leges függvényeivé. Így ebben az egyenletben

minden csak A-tól ill. minden csak U -tól függ®, akár konstans részt is �beleolvaszthatunk� A

és U deriváltjaiba (az így átde�niált U -t és A-t nem jelölöm külön bet¶kkel). U -nak és A-

nak ezután már csak a (2.19)-ben szerepl® pszeudoortogonalitási feltételt kell kielégíteniük. Ez

utóbbit (r szerinti deriválással) megfogalmazhatjuk A′-re vonatkozóan is. Egyenleteink tehát:

rD−1U̇
(
U̇2 − U ′2

)κ+1
2

= A′ , U̇ Ȧ− U ′A′ = 0 ⇒ U̇ (lnA′)˙− U ′ (lnA′)
′
= U ′′ − U̇ ′U ′

U̇
.

Ebb®l már megkapjuk a gömbszimmetrikus esetre érvényes egyenletet, aminek megoldásai mind

az (1.7) állapotegyenlet¶ relativisztikus hidrodinamikai megoldásokat adnak:

(κ− 1)
Ü U̇2 + U ′′U ′2 − 2U ′U̇ U̇ ′

U̇2 − U ′2
= U ′′ +

D − 1

r
U ′ − Ü . (2.26)

Ez az egyenlet valóban az el®z®ekben Khalatnikov nyomán felírt (2.21) egyenlet gömbszim-

metrikus esete. Itt ez utóbbinak egy gömbszimmetrikus esetben részletesebb, általánosabb

levezetését adtam meg. Az U függvényr®l látható, hogy gömbszimmetrikus esetben tulaj-

donképpen a Φ potenciálfüggvény általánosítása. Noha U egy a potenciáláramlásra jellemz®

alakúhoz hasonló egyenletet, (2.26)-ot elégíti ki, ez egyáltalán nem jelenti azt, hogy minden

gömbszimmetrikus áramlás egyúttal potenciáláramlás is. A gömbszimmetrikus általános eset-

ben a (2.26) egyenlet levezetéséhez U és A megfelel® átde�niálása kellett, és az átde�niált U -ból

a h®mérséklet általában már nem a (2.9)-ben látott egyszer¶ alakban, hanem a (2.18)-ban felírt

általánosabb alakban fejezhet® ki. A következ®kben megmutatom, hogy sokféle nem potenciál-

áramlás típusú gömbszimmetrikus megoldás létezik. Gömbszimmetrikus esetben a bemutatott

módszer tehát valóban általánosítja Landau és Khalatnikov gondolatmenetét.

Egy utolsó lényeges lépés maradt hátra, amivel mind a Khalatnikov által talált (2.21) egyen-

letet, mind az itt levezetett (2.26) egyenletet általánosíthatjuk, illetve a megoldásukat egysze-

r¶bbé tehetjük. Már láttuk, hogy egy U függvény és bármilyen Ũ = f (U) ugyanazt a v

sebességmez®t adja, ha tehát csak erre vagyunk kíváncsiak, megnézhetjük, mi a feltétele an-

nak, hogy egy adott U -nak valamilyen f (U) függvénye megoldja (2.26)-ot (vagy (2.21)-et). Ha

(2.26)-ba U helyére f(U)-t írunk, a következ® egyenletet kapjuk:

(κ− 1)
Ü U̇2 + U ′′U ′2 − 2U ′U̇ U̇ ′

U̇2 − U ′2
+ Ü − U ′′ − D − 1

r
U ′ = −κ

d2f
dU2

df
dU

(
U̇2 − U ′2

)
. (2.27)

Az itt megjelen® függvényt φ (U)-val jelölöm: φ (U) = κ d2f
dU2/

df
dU
. Ezt az egyenletet tudtommal
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korábban senki sem vezette le7. Ennek minden megoldása �visszafejthet®�, és megoldást generál

az ε = κp állapotegyenlet¶ hidrodinamikai egyenleteknek. Úgy érdemes eljárni, hogy amikor v

alakját megkaptuk, onnan az alapegyenletekhez térünk vissza, és úgy állapítjuk meg p (vagy a

használt állapotegyenlet szerint vele ekvivalens T és n) kifejezéseit.

A (2.27) egyenlet egyik legegyszer¶bb megoldása a következ®:

U = t2 − r2, φ (U) = −D + κ

U
⇒ v =

r

t
, A =

t

r
. (2.28)

Ez nem más, mint a Hwa-Bjorken� illetveD > 1-re a Buda-Lund-típusú (Hubble-féle) megoldás,

amit tehát így is megkaphatunk, és valóban bármilyen D-re és κ-ra m¶ködik, azaz megoldja

(2.26)-ot. (Ha ebb®l az egyenletb®l indulunk ki, a T h®mérséklet és az n s¶r¶ség és az s

entrópias¶r¶ség) alakját a legkönnyebben magukból a kontinuitási egyenletekb®l vezethetjük

le, v-nek (és A-nek) a (2.28)-ban megkapott kifejezését használva, amivel tényleg az (1.33)-ban

és (1.34)-ben látható kifejezésekre jutunk.) A következ® szakaszban (2.27) egy új megoldását

mutatom meg, és a kés®bbiekben tovább vizsgálom a lehetséges általánosításokat.

2.2. Egyszer¶ gyorsuló új gömbszimmetrikus megoldások

Az el®bb felírt (2.27) egyenletre új, az eddig ismertekt®l különböz® megoldást találtam,

mely gyorsuló tágulást leíró hidrodinamikai áramlásra vezet8. U és A kifejezései a következ®k:

φ (U) = 0, κ = D, U =
t

t2 − r2
⇒ v =

2tr

t2 + r2
, A =

r

t2 − r2
. (2.29)

A megoldás minden D dimenzióban helyes, de csak akkor, ha κ = D, azaz az állapotegyenlet

olyan, mint a �valódi� ultrarelativisztikus gázé. Tudva a sebességmez®t, könnyen megoldhatjuk

a maradék kontinuitási egyenleteket. A következ® megoldást kapjuk:

v =
2tr

t2 + r2
, A =

r

t2 − r2
, p = p0

(
τ 20

t2 − r2

)D 1+κ
κ

, (2.30)

n = n0

(
τ 20

t2 − r2

)D

V (A) , T = T0

(
τ 20

t2 − r2

)D/κ
1

V (A)
, p0 = n0T0. (2.31)

7 A nem feltétlenül gömbszimmetrikus (2.21) egyenlet megfelel®je nyilván hasonló:

κ− 1

2

∂
∂t

(
Φ̇2 − (∇Φ)

2
)
Φ̇−∇

(
Φ̇2 − (∇Φ)

2
)
∇Φ

Φ̇2 − (∇Φ)
2 −4Φ+ Φ̈ = φ (Φ)

(
Φ̇2 − (∇Φ)

2
)
.

8Az A.3 függelékben egyfajta levezetést mutatok erre a megoldásra a (2.26) és a (2.27) egyenletek alapján.



2.2. EGYSZER� GYORSULÓ ÚJ GÖMBSZIMMETRIKUS MEGOLDÁSOK 29

A tetsz®leges V (A) függvény fellépte ismer®s a korábban felidézett nemrelativisztikus (1.29) és

a relativisztikus (1.34) megoldásokból [41, 49]. Az itt bevezetett tetsz®leges V (A) függvény nem

azonos a (2.17) egyenletben szerepl® tetsz®leges ν (A) függvénnyel: A (és így ν (A)) megfelel®

átde�niálásával hozhatóak a (2.17) egyenletbeli kifejezések az itteni alakra. Itt a kés®bbiek

szempontjából legkényelmesebb választással írtam fel az új megoldást.

Ne feledjük: ez a megoldás csak D = κ esetben érvényes, mégis azért írtam ki D/κ-t 1

helyett, mert így szembeszök®ek a már ismert és ezután felderített megoldásokkal közös vonások:

ez a megoldás is tágulást ír le, és a termodinamikai mennyiségek változása adiabatikus jelleg¶.

A folyadékelemek nemelt¶n® gyorsulással mozognak (uν∂νuµ 6= 0). Ilyen egyszer¶, gyor-

suló megoldás korábban nem volt ismert az irodalomban. A sebességmez®nek a t-vel és r-rel

(2.30) alatt felírt alakját használva egyszer¶en megoldhatjuk a folyadékelemek r (t) pályáinak

ṙ (t) = v (t, r (t)) mozgásegyenletét (vagy az A skálafüggvény (2.31) kifejezéséb®l meghatároz-

hatjuk az A = const vonalak egyenletét), így megkaphatjuk r (t) kifejezését tetsz®leges t0, r0

kezd®feltételekre:

r (t) =

√(
r20 − t20
2r20

)2

+ t2 +
r20 − t20
2r0

. (2.32)

Ez a képlet nemnegatív r-ekre, és pozitív t0-ra érvényes. (D = 1 dimenzióban az áramlás az

egyetlen r helykoordinátában szimmetrikus r → −r-re, D > 1-re pedig csak pozitív r koordi-

nátának van értelme. Az egész megoldás szimmetrikus a t→ −t cserére: negatív id®kre össze-

húzódást ír le.) Maga a megoldás nemcsak a fénykúpon belül, hanem azon kívül is érvényes,

de a két tartomány �szétválik�, a trakektóriák nem keresztezik azt. A fénykúp határesetként

benne van az áramlásban, rajta v = 1, a t = 0 hiperfelületen pedig v azonosan nulla. Az

áramlási képet a 2.1. ábra mutatja. A (2.32) képlet a folyadékelemek pályáit a fénykúpon belül

és kívül is érvényes formában adja meg. Látható, hogy a trajektóriák relativisztikus értelemben

egyenletes gyorsulást írnak le: a folyadékelemek a saját nyugalmi rendszerükben végig konstans

a0 nagyságú gyorsulással gyorsulnak, melynek értéke a0 = 2r0

|r20−t20|
. A folyadékelemek laborrend-

szerbeli sebessége tehát 1-hez, azaz a fénysebességhez tart nagy id®kre. Arra a kérdésre, hogy

hogyan lehetséges állandó gyorsulás, ha közben a nyomás (és így gradiense is) biztosan csökken

minden világvonal mentén, az lehet a válasz, hogy a nyomással együtt a �tömeg� szerepét játszó

ε+ p entalpias¶r¶ség is vele arányosan tart nullához9.

A 3. fejezetben teljesen más szempontok alapján újra megkapjuk ezt a megoldást, és tovább

is általánosítjuk. A következ® szakaszban pedig egy egyszer¶bb általánosítást mutatok be.

9 Ez az arányosság az ε = κp állapotegyenlet sajátja, de hasonló �örökké gyorsuló� viselkedés várható sokféle
ε = κ (T ) p állapotegyenlet esetén is, ha ε nullához tart a p → 0 esetben.
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2.1. ábra. A (2.30) képletek által megadott, nemelt¶n® gyorsulású új egzakt hidrodinamikai
megoldás világvonalai.

2.3. A λ-megoldások

Az el®bb látott új megoldás egy általánosítását kaphatjuk a következ® módon [50, 51].

Vegyük észre, hogy a (2.30) megoldást az (1.32) egyenletben bevezetett Rindler-koordinátákkal

így is fel lehet írni:

v = th (2η) , p = p0

(τ0
τ

) 2D
κ
,

a Hwa-Bjorken-Hubble-megoldásosztály [45, 46, 49] pedig ilyen alakú (itt τ és η tényleg a

folyadékelem sajátideje és rapiditása):

v = th (η) , p = p0

(τ0
τ

)D
κ
.

Ezek sugallják, hogy próbálkozzunk azzal, hogy a sebességmez® v = thΩ, Ω = λη alakú, ahol

λ egyel®re határozatlan paraméter. Továbbra is (1.7), azaz ε = κp, konstans κ-val jellem-

zett állapotegyenlet¶ anyaggal foglalkozunk. A hidrodinamikai egyenleteket a 2.1.1 szakaszban

átírtuk Rindler-koordinátákra, az ott bevezetett Ω és Q mennyiségeket használva; most behe-

lyettesítjük az Ω = λη feltételezést. A β ≡ λ− 1 jelöléssel az Euler� és az energiaegyenlet így

alakul:

ch (βη)
∂Q

∂η
+ sh (βη)

(
β + 1 + τ

∂Q

∂τ

)
= 0, (2.33)
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ch (βη)

(
β + 1 + κτ

∂Q

∂τ

)
+ sh (βη)κ

∂Q

∂η
+
D − 1

shη
sh ((β + 1) η) = 0. (2.34)

Rögtön látható, hogy ha β = 0, akkor Q = −D
κ
ln τ adódik, és ezzel minden D-re és minden

κ-ra megoldást kapunk. (Ez az 1.5. szakaszban látott Hwa-Bjorken-Hubble-típusú már ismert

megoldás gömbszimmetrikus esete.)

Egyéb esetben (tehát amikor β 6= 0) els® lépésként az els® egyenletb®l kifejezhetjük ∂Q
∂η
-t,

és behelyettesíthetjük a másodikba:

(β + 1)
(
ch2 (βη)− κsh2 (βη)

)
+ κτ

∂Q

∂τ
+ (D − 1)

sh ((β + 1) η)

shη
ch (βη) = 0. (2.35)

Ebb®l lesz¶rhetjük, hogy τ ∂Q
∂τ

csak η-tól függ, azaz Q (τ, η) = H (η) + K (η) ln τ alak jöhet

szóba, itt még tetsz®leges K (η) és H (η) függvényekkel. Ezt most (2.33)-ba helyettesíthetjük:

ch (βη) (H ′ (η) +K ′ (η) ln τ) + sh (βη) (β + 1 +K (η)) = 0,

amib®l (az egyetlen τ -t tartalmazó tagból) látszik, hogy K (η) = K konstans kell, hogy legyen,

valamint H (η)-t is meghatározhatjuk. A p nyomás kifejezését is felírhatjuk:

H (η) = −K + β + 1

β
ln ch (βη) + const ⇒ p = p0

(τ0
τ

)−K(κ+1)

(ch (βη))−
K+β+1

β
(κ+1) . (2.36)

Ez tehát megoldja (2.33)-at, végs® feltételként pedig egy algebrai egyenletet kapunk β-re, mely

Q most felírt kifejezésének a (2.35)-be való visszahelyettesítésével adódik:

κK + (D − 1)
sh ((β + 1) η)

shη
ch (βη) + (β + 1)

(
ch2 (βη)− κsh2 (βη)

)
= 0. (2.37)

Ez az egyenlet er®s megszorítást jelent a K, κ, D és β (azaz λ) lehetséges értékeire. Már

ismerünk egy megoldást (2.37)-re: β = 1-re (ez a sejtésünket megalapozó λ = 2 eset) minden

D-re megoldást kapunk, ha κ = D és K = −2. További három egyszer¶ megoldást találhatunk

(2.37)-re: β = ±1/2-nek megfelel®eket, valamint κ = D = 1-re minden β megoldás10. A (2.37)

egyenletb®l kideríthet®, hogy mindezek a megoldások milyen κ és D értékekre m¶ködnek. A

következ® szakaszban elemezzük a lehet®ségeket.

10 A fentebb már vizsgált β = 0 eset, a Hwa-Bjorken-Hubble-megoldás nem jön ki helyesen a (2.37) egyenlet-
b®l, mivel ennek levezetése közben kihasználtuk, hogy β 6= 0.
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λ D κ φλ

a. 2 ∈ R D 0
b. 1

2
∈ R 1 1

c. 3
2

∈ R 4D−1
3

1
d. 1 ∈ R ∈ R 0
e. ∈ R 1 1 0

2.1. táblázat. A λ-megoldásoknak nevezett, a (2.38) képletekkel adott új megoldásosztály le-
hetséges paraméterei. Egy sorban találhatók az összetartozó értékpárok.

2.3.1. A sebességmez® és a nyomás kifejezései, alaptulajdonságok

Kiderül, hogy (2.37)-nek az el®z® szakasz végén említett összes megoldása esetén a p nyomás

(2.36) szerint lehetséges η-függése csak a β = ±1/2 esetben jelenik meg; végigszámolva az összes

lehet®séget azt találjuk, hogy a most felderített megoldásosztályt az alábbi tömör formában

foglalhatjuk össze:

v = th (λη) , p = p0

(τ0
τ

)λD κ+1
κ

ch
(η
2

)−(D−1)κ+1
κ

Φλ

, (2.38)

a paraméterek lehetséges értékei pedig er®sen korlátozottak, a megengedett eseteket a 2.1 táblá-

zat tartalmazza, ennek minden sora egy adott megoldáshoz (vagy megoldás-osztályhoz) tartozó

értékeket jelöl. A Φλ paraméter értéke 1 azokra a megoldásokra, ahol p η-függ®, egyébként 0. A

t > 0 tartományban minden felírt megoldás táguló, h¶l® folyadékáramlást ír le. A h®mérséklet,

entrópias¶r¶ség, és (ha vannak) az n és µ kifejezéseit kés®bb, a 2.3.3. szakaszban írjuk fel.

Felmerül a kérdés, hogy ezek a megoldások vajon kimeríteik-e az összes lehet®séget. Arra

jutunk, hogy még abban az eggyel általánosabb esetben, amikor a v = thΩ, Ω = λ (τ) η felte-

véssel élünk, sem találhatunk más megoldást, mint a most tárgyalt, a 2.1. táblázat és a (2.38)

képletek által megadottakat (amelyek tehát konstans, τ -független λ-nak felelnek meg). Ennek

bizonyítása azon alapszik, hogy a hidrodinamikai egyenletek és az el®z® általános feltevésünk

η = 0 körüli sorfejtését vizsgáljuk. Ennek részletei az A.1. függelékben találhatók.

A most következ®kben egyenként megvizsgáljuk a 2.1. táblázatban felsorolt megoldásokat:

- a. eset: ez a megoldás mindenD dimenziószámra (tehát 1+1, ill. 1+3 dimenziós térid®ben)

érvényes, megegyezik az el®z® szakaszban a Khalatnikov-egyenlet segítségével talált, (2.30) alatt

felírt új egzakt megoldással. Az állapotegyenletre a κ = D megkötés érvényes, ami nem más,

mint az ultrarelativisztikus ideális gáz állapotegyenlete.

- b. és c. eset11: a b. esetben λ = 1
2
, és noha a tér D dimenziószáma bármennyi lehet, a κ

11 Ezeket Bíró Tamás javaslata alapján közösen dolgoztuk ki [56]. Köszönetemet fejezem ki neki ezért.
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együtthatónak 1-nek kell lennie. A (2.21) és (2.26) alapján látható, hogy a κ = 1 esetben a

relativisztikus hidrodinamikai egyenletek lineáris (hullám)egyenletre vezetnek, és gyakorlatilag

általános formában megoldhatóak (lásd a 2.4. szakaszt is). A κ = 1 választás csak �valódi

1 + 1 dimenziós� ultrarelativisztikus ideális gáz esetén felel meg a valóságnak. Mindazonáltal

érdekesek az ilyen megoldások is. A c. esetben λ = 3/2, minden D dimenzióban létezik a

megoldás, de a κ együttható a táblázatban megadott furcsa módon áll kapcsolatban D-vel: pl.

D = 3-ra κ = 11
3
. (Ez �zikailag közelebb áll a kvark-gluon-plazma valódi állapotegyenletéhez,

mint a κ = 1 választás.) A b. és c. eset közös vonása, hogy a p nyomás adott τ hipersíkon

levág nagy η értékekre. Ez fontos és realisztikus tulajdonság, mert a termalizációt sokszor úgy

képzelik, hogy adott τ = τ0 sajátid®-hiperfelületen történik, a valódi �zikai helyzethez tehát

közel áll, ha adott τ -ra a nyomás csak véges η tartományban különbözik számottev®en nullától.

- d. eset: ebben az esetben λ = 1, és a megoldás minden D dimenziószámra és ett®l füg-

getlenül minden κ értékre érvényes: ez a már többször látott, 1+ 1 dimenzióban Hwa-Bjorken-

megoldás, 1+3 dimenzióban pedig Hubble-típusú tágulásnak nevezett (Csörg®, Csernai, Hama

és Kodama által felfedezett [49]) megoldás gömbszimmetrikus speciális esete. A gyorsulás itt

nulla: uν∂νuµ = 0. Ezek tehát nem új eredmények, a teljesség kedvéért említem itt meg ®ket.

- e. eset: ez az eset tetsz®leges λ-ra, κ = D = 1mellett, vagyis a teljesen egydimenziós ideális

gáz áramlására érvényes új megoldás. A κ = 1 állapotegyenlet az 1 dimenzióra korlátozott

mozgást végz® ultrarelativisztikus részecskék ideális gázát írja le, háromdimenziós térben tehát

nem �zikai. Viszont a megoldás sebességpro�lja általános jelleg¶. A λ paraméter mintegy

interpolál a korábbi esetek között: λ = 1-re gyorsulásmentes, λ = 2-re konstans gyorsulású,

általános λ-ra is gyorsuló (kis t értékekre az origóból r (t) ∼ tλ szerint induló világvonalakból

álló) megoldáshoz vezet. (Emiatt λ-t �gyorsulási paraméternek� is nevezhetjük.)

2.3.2. A fénykúpon kívüli megoldások

Az el®z® szakaszban látott λ-megoldások némelyikét ki lehet terjeszteni a jöv®irányú fény-

kúpon kívülre. Ezek a megoldások is (csakúgy, mint az el®z® szakaszban látottak) szingulárisak

magán a fénykúpon12. Fizikai értelmük � ha a nehézion-ütközések térid®beli képére gondo-

lunk, ahol az ütközés a fénykúp origójában történik � nem olyan nyilvánvaló, mint a fénykúpon

belüli megoldásoké, pusztán, mint az egyenletek megoldásai viszont érdekesek lehetnek.

Bevezetjük a fénykúpon kívüli Rindler-koordinátákat, τ̃ -t és η̃-t a következ® de�nícióval:

t = τ̃shη̃, r = τ̃chη̃ ⇔ η̃ = Arth
t

r
, τ̃ =

√
r2 − t2. (2.39)

12 A �kiterjesztés� talán nem is helyes szó: tulajdonképpen csak az el®z® szakaszban látottakhoz hasonló
analitikus formájú megoldásokat keresünk a fénykúpon kívül is.
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(Ez a felírás r > 0-ra és r < 0-ra egyaránt érvényes, de ne feledjük, hogy r de�níciója alapján

r < 0 csak D = 1-re értelmes) Az A.2. függelékben részletesen végigvezetjük ezek megoldását

az el®z®ekben látott fénykúpon belüli eset analógiájára, és belátjuk, hogy az el®z® szakasz λ-

megoldásai közül némelyiknek megfelel® alakú megoldást valóban találunk. A lehetséges esetek

párba állíthatók az el®z® szakaszban látott felsorolással, az alapján vesszük számba ®ket:

- a. eset: ez a megoldás minden D dimenziószámra és minden κ = D-re �kiterjeszthet®� a

fénykúpon kívülre, hiszen ezt a 2.2. szakaszban eleve (a fénykúpon kívül is érvényes) Minkowski-

koordinátákban vezettük be. A sebességmez® és a nyomás Minkowski-koordinátákban pontosan

ugyanolyan alakú, mint a fénykúpon belüli megfelel®je, hiszen algebrai értelemben ugyanúgy

megoldása ugyanazoknak az egyenleteknek.

- b. és c. eset: ezek az esetek a fénykúpon belül látott képletekhez hasonló egyszer¶ formulák-

kal csupán D = 1 esetben terjeszthet®ek a fénykúpon kívülre. Ilyenkor a p nyomás �végességét�

biztosító levágás is elt¶nik, és κ = 1 lesz érvényes mindkét esetre. Ezek speciális esetei a lentebb

felírt e. esetnek, így nem érdemelnek külön vizsgálatot.

- d. eset: A λ = 1 esetr®l kiderül, hogy kiterjeszthet® a fénykúpon kívülre; τ̃ és η̃ de�níciói

alapján felírhatjuk ennek a megoldásnak az alakját Minkowski-koordinátákkal is:

v =
t

r
, p = p0

(
τ̃0√
r2 − t2

)κ+1

ch−(D−1)κ+1
κ η̃. (2.40)

Érdekes látni, hogy noha a fénykúpon belüli eset (a Hwa-Bjorken� illetve a Buda-Lund-típusú

Hubble-tágulást leíró megoldás) egyszer¶ gyorsulásmentes áramlás volt, a most látott, fénykú-

pon kívül érvényes sebességmez® itt is nemelt¶n® gyorsulású, és a folyadékelemek világvonalai

éppen a τ̃ = const egyenlet¶ hiperbolák. Ezek egyenlete

r (t) =
1

a0

(√
1 + (a0t)

2 − 1

)
, a0 =

r0
r20 − t20

. (2.41)

Jellegében ez az áramlás tehát hasonló az a. esetben látotthoz: a trajektóriák gyorsulása itt is

állandó. Ez az a0 érték azonban láthatólag másképp függ a trajektória t0, r0 kezd®feltéteit®l,

mint a már többször látott λ = 2 esetben. A Hwa-Bjorken-megoldás (illetve a Hubble-típusú

megoldás) ilyen fénykúpon kívüli, gyorsuló �kiterjesztése� nem volt ismert korábban.

- e. eset: A κ = D = 1 esetre vonatkozó megoldás felírható az r > t tartományra is:

v = thλη̃, p = p0

(
τ̃0
τ̃

)2λ

, (2.42)

de ne feledjük, hogy τ̃ és η̃ de�níciója más a fénykúpon kívül, mint τ -é és η-é volt. Ebben és
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az el®z®, d. esetben érdekes a T és s, illetve n és µ megfelel® kifejezéseit is felírni, a következ®

szakaszban láthatjuk ezeket a fénykúpon belüli esetekkel együtt tárgyalva.

Ide kívánkozik egy megjegyzés azokról az esetekr®l, amikor a trajektóriák állandó gyorsulás-

sal mozognak. Adott a0 gyorsulásnak Planck-egységekben mérve adott h®mérséklet feleltethet®

meg. Az ún. Unruh-e�ektus [54] lényege, hogy ha egy gyorsuló meg�gyel® eseményhorizontot

lát (pl. a most látott λ = 1 esetben a fénykúpon kívüli gyorsuló trajektóriákhoz a fénykúp bel-

sejéb®l semmilyen információ nem juthat el), akkor a gyorsuló meg�gyel® az eseményhorizont

fel®l állandó, T0 = a0
2π

h®mérséklet¶ �sugárzást� érzékel, csakúgy, mint a fekete lyukak esemény-

horizontjának léte a Hawking-sugárzásért felel®s. A nehézion-ütközések gyors termalizációjának

egy lehetséges magyarázata éppen az, hogy az ilyenkor fellép® nagy gyorsulás (melynek értéke a

QCD ún. szaturációs skálájából megbecsülhet®en kb. 1 GeV-nek felel meg Planck-egységekben)

termikus Unruh-sugárzást okoz, és ez állítja be a kezdeti h®mérsékletet [55]. Az olyan típusú

hidrodinamikai megoldások tehát, ahol állandó gyorsulással mozgó trajektóriák vannak, leír-

hatják azt a folyási képet, ami egy ilyen folyamat alapfeltételezése.

2.3.3. A h®mérséklet és a kontinuitási egyenletek

A most látott p nyomás� és v sebességmez®k megoldják az Euler� és az energiamegmaradási

egyenleteket. Láttuk, hogy (speciálisan az ε = κp, κ = const állapotegyenletre jellemz® módon)

a kontinuitási egyenletet ezekt®l külön tárgyalhatjuk.

A kontinuitási egyenletek megoldásához meghatározzuk a λ-megoldásokhoz tartozó A ská-

lafüggvényeket, azaz amelyekre Ȧ + vA′ = 0. (Ez kétféleképpen is megtehet®: kereshetünk

a (2.26) egyenlet megoldásaként kapott U függvény szintvonalaira pszeudoortogonális koordi-

nátákat, amik A szintvonalai lesznek, vagy a folyadékelemek mozgásegyenletét az adott v (t, r)

pro�lra megoldva A-t a trajektóriákat megkülönböztet® integrációs konstansként kapjuk.)

Az A kifejezése különbözik t < r és t > r esetére (tehát a fénykúpon belül és kívül), és

speciális esetként megjelenik a λ = 1 eset, tehát a Hwa-Bjorken� vagy Buda-Lund-megoldás.

Itt is a Rindler�, illetve a megfelel® τ̃ , η̃ koordinátákat használjuk. A t > r esetben A kifejezése:

A (τ, η) =
(τ0
τ

)λ−1

sh ((λ− 1) η) , ha λ 6= 1, ill. A (τ, η) = η, ha λ = 1, (2.43)

a t < r esetre pedig azt kapjuk, hogy

A (τ̃ , η̃) =

(
τ̃0
τ̃

)λ−1

ch ((λ− 1) η̃) , ha λ 6= 1, ill. A (τ̃ , η̃) =
τ̃0
τ̃
, ha λ = 1. (2.44)

Ezekkel felírhatjuk a kontinuitási egyenletek megoldását. (Legegyszer¶bben akkor járunk el,
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ha a (2.11) egyenlet alapján kifejezzük ∇v-t A-val.)

Ha egyáltalán nincsen megmaradó töltés, akkor ε+ p = Ts, azaz Ts = (κ+ 1) p, és leellen-

®rizhet®, hogy az entrópiamegmaradási egyenletb®l azt kapjuk, hogy T és s ilyen alakú:

s = s0

(
p

p0

) κ
κ+1

νσ (A) , T = T0

(
p

p0

) 1
κ+1 1

νσ (A)
, (2.45)

ahol T0s0 = (κ+ 1) p0, p kifejezését (2.38)-ban írtuk fel (illetve a 2.3.2. szakaszban a fénykúpon

kívüli eseteket), νσ (A) pedig tetsz®leges függvény. Ezt a közelítést, azaz, hogy minden meg-

maradó részecskeszám ill. töltés (pl. a bariontöltés is) elt¶nik, használják mind a nagyenergiás

nehézionreakciók, mind a korai Univerzum kvark-hadron fázisátmenetének leírására13.

Ha egy n megmaradó részecskeszám van, és p = nT teljesül, hasonlóan írhatjuk fel a konti-

nuitási egyenlet megoldását (a megjelen® tetsz®leges függvényt most νn (A)-val jelölve):

n = n0

(
p

p0

) κ
κ+1

νn (A) , T = T0

(
p

p0

) 1
κ+1 1

νn (A)
, p0 = n0T0. (2.46)

Végül az az eset, amikor többféle ni részecskeszám (töltés) is van, és a termodinamikai össze-

függésünk (1.5) alapján (κ+ 1) p = Ts+
∑

i µini alakú, teljesen hasonlóan oldható meg14:

s = s0

(
p

p0

) κ
κ+1

νσ (A) , T = T0

(
p

p0

) 1
κ+1 1

νσ (A)
,

ni = n
(i)
0

(
p

p0

) κ
κ+1

νi (A) , µi = µ
(i)
0

(
p

p0

) 1
κ+1 1

νi (A)
, (2.47)

és persze (κ+ 1) p0 = T0s0 +
∑

i n
(i)
0 µ

(i)
0 . Érdemes meg�gyelni, hogy itt is, mint eddig min-

denhol, ahol megjelent, az A függvény megválasztásában lév® önkényesség nem lényeges: az

A tetsz®leges függvényei mindenhol átde�niálhatók, ha A helyett f (A)-t veszünk. (Érdemes

lehet feltételként kiróni ezekre a függvényekre, hogy µ (0) = 1, ekkor a n0, T0, stb. jelentései a

T , n, stb. mennyiségek A = 0-ban felvett értékei. Ez pl. az n0 esetében alapvet®en semmilyen

13 Ez a közelítés akkor jogos, ha egységnyi bariontöltésre a protontömegnél jóval nagyobb energia jut: ez pl.
igaz a mai RHIC� és LHC-kísérleteknél.

14 Az itt leírt képletek a mindenütt használt ε = κp feltétellel konzisztensen oldják meg a kontinuitási
egyenleteket. Több ni részecseszám esetén azonban az állapotegyenletet a ε = κp és a (κ+ 1) p = Ts+

∑
i µini

feltételek még nem határozzák meg teljesen: az ε (s, ni) függvény alakjára az ε = κp mindössze egy darab
�valódi� feltételt jelent. Minden ni bevezetése két új ismeretlen mennyiséget (ni-t és µi-t) jelent, de csak egy új
egyenletet (az ni-re vonatkozó kontinuitási egyenletet. Több megmaradó ni esetén tehát nyilvánvalóan lehetséges
ε (s, ni)-re olyan további specializációkat el®írni, amelyekkel a leírt (2.47) képletek már nem feltétlenül lehetnek
konzisztensek. Egy n esetén azonban, mint az (1.8) egyenletben láttuk, a p = nT feltétel teljesen rögzíti az
állapotegyenletet (azaz az ε (s, n) potenciálfüggvényt), és a (2.46) kifejezések konzisztensek is vele.
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kapcsolatban nem áll az áramlás teljes részecske� vagy töltés-számával.)

Ezzel befejeztük a λ-megoldások tárgyalását, a 4. fejezetben térünk vissza rájuk, ahol a dn
dy

rapiditáseloszlást számítjuk ki a κ = D = 1 megoldásból, és az eredményt az energias¶r¶ség

becslésében alkalmazzuk.

2.4. Általános megoldás κ = 1-re

Külön említést érdemel a �szuperkemény� állapotegyenlet extrém esete, azaz amikor c2s = 1.

Ez talán túlzott egyszer¶sítésnek t¶nik, de fontosnak tartom tárgyalni, egyrészt mert nem tették

meg korábban, másrészt mert hasznos lehet, nemcsak numerikus kódok ellen®rzésére, hanem

egyszer¶ hidrodinamikai parametrizációkra és a nehézion�zikai folyási kép közelít® leírására is.

Amikor κ = 1, a (2.21) egyenlet hullámegyenletté redukálódik, azaz látszik, hogy egyszer¶en

megoldható lesz a probléma. Itt most részletesen megvizsgáljuk az egydimenziós (D = 1)

esetet15. Ekkor az U -ra vonatkozó egyenlet helyett érdemes visszatérni az alapegyenletekre. Az

Euler-egyenlet és az energiaegyenlet D = 1-re, ε = p-t behelyettesítve így alakul:

v̇ + vv′

1− v2
= − 1

2p
(p′ + vṗ) ,

v′ + vv̇

1− v2
= − 1

2p
(ṗ+ vp′) , (2.48)

amib®l kis átalakítással, és szokás szerint bevezetve az Ω rapiditást (v = thΩ) és a Q mennyi-

séget (amely most, a κ = 1 esetben 1
2
ln (p/p0)-lal egyenl®), egyszer¶en azt kapjuk, hogy

Ω′ = −Q̇, Ω̇ = −Q′. (2.49)

Látszik, hogy Ω és Q rögtön felírható két haladó hullám összegeként. Tehát 1+ 1 dimenzióban

κ = 1-re a hidrodinamikai egyenletek általános megoldását is fel lehet írni, ha bevezetjük az

x+ ≡ t+ r, x− ≡ t− r fényszer¶ koordinátákat:

Ω (t, r) = G
(
x−
)
+ F

(
x+
)
, Q (t, r) = G

(
x−
)
− F

(
x+
)
, (2.50)

tetsz®leges F és G függvényekkel. Ha bevezetjük ezek helyett az f ≡ e−2F , g ≡ e2G függvénye-

ket, illetve ezek primitív függvényeit a f̃ =
∫
f , g̃ =

∫
g de�níciókkal, az A skálafüggvény is

15 A többdimenziós, nem feltétlenül gömbszimmetrikus, de továbbra is κ = 1, azaz ε = p állapotegyenlet¶
esettel, mely szintén egyszer¶en tárgyalható a (2.21)-b®l adódó hullámegyenlet megoldásai alapján, a mi [50]
cikkünkkel lényegében egyidej¶leg megjelent [57] foglalkozik. Ugyanebben a cikkben a fordított kérdést is
vizsgálják: adott egyszer¶, ilyen hullámegyenletb®l kapható sebességmez®höz és nyomáshoz keresnek alkalmas
állapotegyenletet, amelyre megoldást ad a feltételezés.
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rögtön megkapható, amib®l kiadódik a teljes megoldás (a kontinuitási egyenletekre is):

v =
g (x−)− f (x+)

g (x−) + f (x+)
, Ȧ+ vA′ = 0 ⇒ A = g̃

(
x−
)
− f̃

(
x+
)
, (2.51)

p = p0f
(
x+
)
g
(
x−
)
, n = n0

(
p

p0

)1/2

ν (A) , T = T0

(
p

p0

)1/2
1

ν (A)
. (2.52)

Ahogy el is várjuk, ezen általános megoldás speciális eseteként valóban kiadódik az el®z® szaka-

szokban látott κ = D = 1-re vonatkozó, tetsz®leges λ-val jellemzett megoldás (a 2.3.1. és 2.3.2.

szakaszokban látott e. eset), ha F -et és G-t a következ®képp választjuk:

F
(
x+
)
=
λ

2
ln

(
x+

τ0p
−1/2λ
0

)
, G

(
x−
)
= −λ

2
ln

(
x−

τ0p
−1/2λ
0

)
. (2.53)

A megoldást általános kezd®feltételhez akkor határozhatjuk meg, ha ez egy tetsz®leges t0 (r)

térszer¶ Cauchy-felületen adott, az Ω0 (t (r) , r) és Q0 (t (r) , r) (egyváltozós) függvényekkel.

Ekkor bevezethetjük a t0 (r)-nek megfelel® x±0 (r) = t0 (r) ± r fényszer¶ koordinátákat, és,

mivel t0 (r) térszer¶ felület, invertálhatjuk ezeket a relációkat: léteznek r = r+ (x+), illetve

r = r− (x−) függvények, amelyek a kezd®felületet adják meg16. Az x± függvényében megadott

kezd®feltételekre a tömör r±0 ≡ r± (x±), t± ≡ t0
(
r±0
)
jelöléseket használva, a megoldás:

Ω (t, r) =
1

2

[
Ω0

(
t+0 , r

+
)
+ Ω0

(
t−0 , r

−)+Q0

(
t+0 , r

+
)
−Q0

(
t−0 , r

−)] , (2.54)

Q (t, r) =
1

2

[
−Ω0

(
t+0 , r

+
)
+ Ω0

(
t−0 , r

−)−Q0

(
t+0 , r

+
)
−Q0

(
t−0 , r

−)] . (2.55)

Megjegyezzük, hogy a tárgyalásból nyilvánvalóan látszik, hogy Ω-ra és Q-ra vonatkozóan ez

a megoldás az alábbi értelemben stabil : a kezd®feltételek kis perturbációi is hullámszer¶en

szétterjednek az r → ±∞ irányokba, de az áramlási kép lényegesen nem módosul. Érdekes ezt

összevetni azzal, hogy a korábban ismert Landau-Khalatnikov-megoldás numerikusan vizsgálva

instabilnak bizonyul a kezd®feltételek kis perturbációira. A most látott stabilitási tulajdonság

tehát lényeges újdonság, és emiatt az ebben a szakaszban látott általános megoldás várhatóan

különösen jól használható lesz a numerikus hidrodinamikai kódok tesztelésére.

16 Pl. ha a kezdeti feltétel egy τ = τ0 = const felületen van adva, akkor x± = t0 (r)± r =
√
τ20 + r2± r. Ezek

valóban invertálhatóak, és azt kapjuk, hogy r+ (x+) = x+

2 − τ2
0

2x+ , és r− (x−) = −x+

2 +
τ2
0

2x− .



3. fejezet

Egzakt megoldások és a kinetikus elmélet

Az 1. fejezetben láttunk régóta ismert egzakt hidrodinamikai megoldásokat (1.5. szakasz),

a 2. fejezetben pedig bemutattam egy saját eredményemet, egzakt és explicit gyorsuló megol-

dások egy oszályát. Noha ez tartalmaz szabad paramétereket és függvényeket is, messze nem

mondható �általánosnak�, hiszen gömbszimmetrikus, speciális sebességpro�lú áramlás. Az el®z®

fejezet (2.26) és (2.21) egyenletei alapján egyel®re nem sikerült további lényegesen új egysze-

r¶ megoldásokat találnom. Egy meglep® kerül®vel azonban a bemutatott megoldások érdekes

általánosításaihoz juthatunk. Ez a gondolat ennek a fejezetnek a tárgya; lényege, hogy megvizs-

gáljuk az áramlásban résztvev® egyedi részecskék kinetikai egyenletét, azaz az eloszlásfüggvény

fázistérbeli id®fejl®dését. Ez a probléma önmagában is érdekes, de az igazi eredmény talán

az, hogy sok új egzakt (és korábban nem ismert típusú, pl. forgó) hidrodinamikai megoldást is

találunk eközben. Dolgozatom e fejezete (a megfelel® tézisekkel együtt) az [58] publikációmon

alapul, azonban tartalmaz egy azon túlmutató, új nemrelativisztikus forgó megoldást is.

3.1. A problémakör felvetése

A hidrodinamika makroszkopikus elmélet, egyenletei levezethet®k a mikroszkopikus, az egye-

di részecskék történetét statisztikus alapon nyomon követ® kinetikai egyenlet megfelel® átlago-

lásával. Az az alapvet® kép van emögött, hogy egy áramló folyadékban (vagy gázban) az egyedi

részecskék sorozatos ütközései lokális termikus egyensúlyt hoznak létre és tartanak fenn1.

Az 1.5. szakaszban bemutatott nemrelativisztikus hidrodinamikai megoldások egyike, az 1.5.2.

szakaszban külön kiemelt, gömbszimmetrikus önhasonló tágulást leíró, helyfüggetlen h®mér-

1 Ebben a fejezetben ezt a kérdéskört járjuk körül, ezért itt végig úgy gondolunk a vizsgált folyadékmoz-
gásra, mint amelyben valódi (megmaradó számú) részecskék vesznek részt; tehát mindenhol használjuk az n
mennyiséget. A kapott egzakt hidrodinamikai megoldások mindazonáltal használhatjuk úgy is a nehézion�zikai
alkalmazásokban, ha elfeledkezünk n-r®l, és csak p, T és v vagy uµ kifejezéseit tekintjük.

39
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séklet¶ és Gauss-alakú s¶r¶ségpro�lú megoldás egy meglep® tulajdonsággal bír [43]. Ennek

lényege, hogy ha meghatározzuk az erre a megoldásra vonatkozó (lokális termikus) fázistérbeli

eloszlásfüggvényt, akkor kiderül, hogy ennek id®fejl®dése olyan, mint amit akkor kapnánk, ha

egy adott kezdeti id®pillanatban fennálló ilyen eloszlásfüggvénynek az ütközésmentes, csupán a

részecskék egyenesvonalú egyenletes mozgásából származó id®fejl®dését látnánk! Ez a speciális

egzakt megoldás különleges abból a szempontból, hogy itt a lokálisan egyensúlyi eloszlásfügg-

vény fennmaradása lehetséges az ütközések szerepének teljes elhanyagolásával is.

Ebben a fejezetben ilyen típusú áramlásokat vizsgálunk. Az ilyenfajta hidrodinamikai meg-

oldásokat � azaz a t id® és az r koordináta adott v, p, T stb. függvényeit � ebben az össze-

függésben ütközésmentes vagy e�ektíve ütközésmentes áramlásoknak vagy megoldásoknak fo-

gom hívni. Pontosan megfogalmazva: ezek olyan áramlások, amelyek egyszerre megoldásai a

hidrodinamikai egyenleteknek, ugyanakkor a nekik megfelel® fázistérbeli eloszlásfüggvény úgy

fejl®dik az id®ben, mintha nem is lennének ütközések. Ilyen áramlások esetében tehát egy

adott t0 id®pillanatban lehetséges olyan mikroszkopikus kezdeti feltételt el®állítani, amely lo-

kálisan termikus eloszlás, azaz léteznek neki megfelel® v (t0, r), T (t0, r), stb. mez®k, és az

ebb®l a kezdeti feltételb®l indított egyedi mikroszkopikus részecskék ütközésmentes, szabad

mozgása rendre olyan mikroszkopikus állapotokat hoz létre, amelyek megint egy (általában az

el®z® függvényekt®l különböz® pillanatnyi v (t1, r), T (t1, r) mez®knek megfelel®) lokális termi-

kus eloszlással írhatók le. Nem arról van szó tehát, hogy az ilyen hidrodinamikai megoldások

id®fejl®dése során biztosan nem történnek mikroszkopikus ütközések; emiatt talán félrevezet®

lehet az �ütközésmentes� jelz®, de a most tisztázott értelemben mégis használni fogjuk.

Ez a jelenségkör a kinetikus gázelmélet fogalmaival vizsgálható. Ebben a fejezetben el®ször

felidézem a kinetikus gázelmélet néhány alapvet® összefüggését, valamint a hidrodinamikával

való kapcsolatát, majd (az eredeti [43] munkától eltér® tárgyalásban) összefoglalom, ami ismert

volt az �ütközésmentesség� kérdéskörér®l nemrelativisztikus esetben [43]: bemutatom, hogy van

olyan nemtriviális hidrodinamikai megoldás, amely teljesíti ezt a feltételt. Ezután bemutatom,

hogy hogyan lehet további ilyen típusú megoldásokat keresni a kinetikai egyenlet és a hidrodina-

mikai egyenletek szimultán vizsgálatával. Mind relativisztikus, mind nemrelativisztikus esetben

felderítjük az ilyen tulajdonságú, azaz e�ektíve ütközésmentes áramlásokat, és eközben újfajta,

korábban nem vizsgált kinematikájú (pl. forgó) hidrodinamikai megoldásokat is találunk.

3.2. A kinetikus egyenlet és a hidrodinamikai mennyiségek

A kinetikus gázelmélet alapmennyisége az f fázistérbeli eloszlásfüggvény, amely (struktúrá-

latlan mikrorészecskék esetén) az r helykoordinátától és a p impulzustól, valamint az id®t®l
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függ. Nemrelativisztikus esetben f (r,p, t) módon, relativisztikusan pedig f (xµ, pµ) módon

jelöljük a változóitól való függést. Fizikai jelentése: f dDpdDr megadja az r koordináta és p

impulzus körüli dDpdDr elemi fázistérfogatban lév® részecskék várható számát.

Vizsgáljuk meg mind a nemrelativisztikus, mind a relativisztikus esetet! Nemrelativisztikus

esetben az f segítségével de�niálható egy makroszkopikus n (r, t) részecskeszáms¶r¶ség, v (r, t)

folyási sebesség és ε (r, t) (bels®)energias¶r¶ség a következ® módon:

n (r, t) =

∫
dDp f (r,p, t) , v (r, t) =

1

n (r, t)

∫
dDp

p

m0

f (r,p, t) , (3.1)

ε (r, t) =

∫
dDp

p2

2m0

f (r,p, t)− m0n (r, t)

2
v2 (r, t) , (3.2)

ahol, mint eddig is, m0 egy részecske tömege. Ez a megfelel® hidrodinamikai mennyiségek

mikroszkopikus de�níciója.

A többi, termodinamikai megfontolásokat is igényl® hidrodinamikai alapmennyiség (mint

T , µ) kinetikus elméletbeli megalapozásához szükség van valamilyen feltevésre az eloszlás-

függvényt illet®en. A hidrodinamika alkalmazhatóságának feltétele a lokális termikus eloszlás.

Általános anyagra (pl. folyadékokra) ez a követelmény még nem rögzíti az eloszlást, a kineti-

kus gázelméletben viszont a lokális termikus eloszlást egy pontról pontra változó paraméter¶

Maxwell-Boltzmann-eloszlással (MB-eloszlásssal) de�niáljuk (ha a kvantumstatisztikus hatá-

sok elhanyagolhatóak). Nemrelativisztikus esetben tehát egy n (r, t), T (r, t), v (r, t) mez®kkel

jellemzett, D dimenziós folyási képben a lokális termikus (MB�) eloszlás a következ® alakú:

f (r,p, t) =
n (r, t)

(2πm0T (r, t))D/2
exp

{
−(p−m0v (r, t))2

2m0T (r, t)

}
=

g

(2π~)D
B (r,p, t) , (3.3)

B (r,p, t) = exp

{
µ (r, t)

T (r, t)
− (p−m0v (r, t))2

2m0T (r, t)

}
, (3.4)

ahol bevezettük a B jelölést a Boltzmann-eloszlásra, továbbá g a részecskék spin-degenerációja

(g = 2s + 1, ahol s a spin). Ez a felírás szabad részecskék gázára vonatkozik. A (3.3) és

a (3.4) képletek felfoghatók úgy mint T (r, t), µ (r, t), n (r, t) és v (r, t) kinetikus elméletbeli

de�níciói, és fordítva is: ha adottak egy hidrodinamikai áramlási pro�lnak megfelel® T , n, v,

stb. függvények, akkor ezt az eloszlásfüggvényt követeljük meg.

Az eloszlásfüggvénynek kétféle alakját is megadtuk. A nehézion�zikai irodalomban sokszor

a második formát használják, míg az els® az, ami rögtön láthatóan teljesíti a normálási felté-

telt, azaz, hogy bel®le n (r, t)-t a (3.1) egyenlet alapján lehessen megkapni2. Belátható, hogy
2 Már említettem, hogy a mai nehézion�zikai alkalmazásokban a megmaradó részecskeszám koncepciója
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ez a két felírás akkor ekvivalens (és ekkor (3.4) a lokális egyensúlyi eloszlásra vett µ (r, t) kémi-

ai potenciál de�níciójának is felfogható), ha az anyag állapotegyenlete (amely megadja µ, T ,

n kapcsolatát) valóban az 1.4.1. szakaszban felidézett, ideális gáznak megfelel® (1.7) állapot-

egyenlet, a nemrelativisztikus gáznak megfelel® κ = D/2 választással. A ~ kvantumállandót

is tartalmazó tényez®höz a következ® megjegyzés tartozik: a klasszikus statisztikus �zikában

az entrópia, és így a kémiai potenciál nullpontja nem meghatározott. Ha a statisztikus �zikai

állapotösszeget a valódi kvantumállapotok szerint számoljuk ki akkor az ε = κp állapotegyen-

letnek megfelel® termodinamikai potenciálfüggvények kifejezésében, az (1.8)-ban szerepl® E0 és

n0 állandók határozott értéket nyernek, és ez �xálja s nullpontját, így µ-ét is. Ilyen számítással

a statisztikus �zikában ismert módon tényleg kijön a g

(2π~)D tényez®.

Relativisztikus esetben is bevezethetjük a makroszkopikus mennyiségek de�nícióit f alapján.

Az nuµ részecske-négyesárams¶r¶séget és a T µν energia-impulzus-tenzort a következ® módon

fejezhetjük ki3:

n (x)uµ (x) =

∫
dDp

p0
pµ f (x, p) , T µν (x) =

∫
dDp

p0
pµpν f (x, p) . (3.5)

A relativisztikus esetben így írható a lokális termikus egyensúlyra vonatkozó eloszlásfüggvény:

f (xµ, pµ) =
g

(2π~)D
B (xµ, pµ) , B (xµ, pµ) = exp

{
µ (x)

T (x)
− pµuµ (x)

T (x)

}
. (3.6)

Itt B ismét a Boltzmann-eloszlást jelöli. Erre a felírásra ugyanazok vonatkoznak, mint a nem-

relativisztikus esetre. Most is meg kell jegyeznünk, hogy ez a felírás egy nem kölcsönható

részecskékb®l álló ideális gázra vonatkozik, és épp ezért n (x) (3.5) alapján való kiszámításával

akkor kapjuk ténylegesen a hidrodinamikai n (x) függvényt, ha az anyag állapotegyenletére ide-

ális gáz állapotegyenletet teszünk fel. Ez az állapotegyenlet, mint láttuk, nem ugyanaz nulla

tömeg¶ (ultrarelativisztikus) esetben, mint tömeges esetben: nulla tömeg¶ részecskékre érvé-

nyes a szokásos ε = κp állapotegyenlet κ = D választással, tömeges esetben pedig az 1. fejezet

8. lábjegyzetében láthatjuk a lehetséges választást.

Felírjuk az f eloszlásfüggvény id®fejl®désére vonatkozó ún. kinetikai egyenletet vagy Boltzmann-

egyenletet. A legegyszer¶bb esetben, amikor azt tesszük fel, hogy a mikroszkopikus részecskék

egyáltalán nem ütköznek egymással, azaz minden részecske egyenes vonalú egyenletes mozgást

sokszor nem lényeges: a nettó barionszám elhagyható az egyenletekb®l, a kémiai potenciál pedig nullának
vehet® a hidrodinamikai evolúció során. (Például a RHIC adatainak elemzése µB/T ' 0, 15 körüli értéket ad,
lásd pl. [59]). Az ebben a fejezetben tárgyalt módszer akkor is hasznos, ha csak az így kapható új egzakt
megoldásokra gondolunk, amelyek e speciális tulajdonság (ütközésmentesség) nélkül is használhatók.

3 Ezen képletek értelmezéséhez felidézzük, hogy az impulzustérbeli Lorentz-invariáns integrálási mérték dDp
p0 ,

hiszen tömeghéjon lév® részecskéket vizsgálunk, melyekre pµp
µ = m2.



3.2. A KINETIKUS EGYENLET ÉS A HIDRODINAMIKAI MENNYISÉGEK 43

végez, a Boltzmann-egyenlet alakja nemrelativisztikus esetben

∂

∂t
f (r,p, t) +

p

m0

∂

∂r
f (r,p, t) = 0. (3.7)

Ez azt fejezi ki, hogy a fázistérbeli eloszlás csupán a részecskék (p impulzus esetén p
m0

sebesség¶)

helyváltoztatása miatt változik. Valóban, ennek az egyenletnek a formális megoldása

f (r,p, t) = f0

(
r− (t− t0)

p

m0

,p, t0

)
(3.8)

alakú, a t0 id®illanatban adott tetsz®leges f0 (r,p, t0) kezdeti eloszlásra. Relativisztikus esetben

is egyszer¶en felírható az ütközésmentes Boltzmann-egyenlet és formális megoldása4:

pµ∂µf (x, p) = 0 ⇔ f (r,p, t) = f0

(
r− (t− t0)

p

p0
,p, t0

)
(3.9)

Az ütközések �gyelembevételevel a Boltzmann-egyenlet sokkal bonyolultabb: megjelenik

benne az ún. ütközési integrál, (jelölése: Stf), ami f -nek a mikroszkopikus hatáskeresztmetsze-

tekt®l függ® funkcionálja. Ez írja le f -nek az ütközések miatti megváltozását:

∂

∂t
f (r,p, t) +

p

m0

∂

∂r
f (r,p, t) = Stf, ill. pµ∂µf (x, p) = Stf. (3.10)

Az Stf konkrét alakjára nem lesz szükségünk, de fontos felidéznünk azt a tulajdonságát, hogy

az impulzus szerinti momentumai elt¶nnek (ld. pl. [60]). Nemrelativisztikus esetben igaz, hogy∫
dDp Stf = 0,

∫
dDp {pkStf} = 0,

∫
dDp

{
p2 Stf

}
= 0. (3.11)

Ebb®l már egyszer¶en következik az a fontos eredmény, hogy ha megköveteljük a (3.10) kine-

tikai egyenlet teljesülését a (3.4)-ben (illetve relativisztikus esetben a (3.6)-ban) felírt lokális

termikus egyensúlyi eloszlásra, akkor az n, T , v, stb. makroszkopikus mennyiségekre éppen a

megfelel® hidrodinamikai egyenleteknek kell teljesülniük5 Látható tehát, hogy a makroszkopikus

egyenletek valóban a mikroszkopikus elméletb®l származnak.

Relativisztikus esetben (3.11) megfelel®i a következ®k:∫
dDp

p0
Stf = 0,

∫
dDp

p0
pµStf = 0,

∫
dDp

p0
E (pµ) Stf = 0, (3.12)

4 A részecskék négyessebessége pµ/m0, ebb®l belátható, hogy (3.9) valóban a (3.7) egyenlet relativisztikus
megfelel®je.

5 Ennek ellen®rzéséhez egyszer¶en a (3.10) kinetikai egyenlet két oldalának kell venni a p szerinti nulladik,
els® és második momentumait, a (3.11) egyenletben használt értelemben.
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ahol E (p) a pµ impulzusú részecske energiája. Ez alapján, felidézve a (3.5) de�níciókat, a (3.10)

egyenlet megfelel® momentumait véve rögtön adódnak a ∂µ (nuµ) = 0 és a ∂νT µν = 0 hidrodi-

namikai egyenletek (ahogyan az 1.4.2. szakaszban bevezettük ®ket).

Megállapíthatjuk tehát, hogy a folyadék �tökéletes� volta a lokális termikus egyensúly fel-

tételén nyugszik6. Azt gondoljuk, hogy ez akkor maradhat fenn, azaz akkor alakulhat ki az

id®fejl®dés során mindig elég gyorsan, ha a részecskék szabad úthossza kicsi, épp ezért hívják

ezt hidrodinamikai limitnek. Ezért meglep® a bevezetésben említett eset: egy olyan áramlás,

amib®l a (3.4) alapján számolt eloszlás megoldja az ütközésmentes kinetikai egyenletet, a mak-

roszkopikus mennyiségek pedig a tökéletes folyadékok hidrodinamikai egyenleteit elégítik ki (ez,

mint láttuk, már következik az el®z® tulajdonságból).

3.3. Nemrelativisztikus ütközésmentes áramlás

Ebben a szakaszban röviden és általánosító módon összefoglalom a [43] cikkben közölt ered-

ményeket: belátjuk, hogy az ebben a cikkben közölt, az 1.5. szakaszban ismertetett nemrela-

tivisztikus megoldásosztály speciális eseteként kapható hidrodinamikai áramlás olyan, amiben

teljesülhet a fentebb kifejtett �e�ektív ütközésmentesség� kritériuma: a lokális termalizáció

akkor is megmaradhat, ha a részecskék egyáltalán nem ütköznek.

Az el®z® szakaszban is említettek alapján az eloszlásfüggvény (3.4) alakja az ε = κp,

κ = D/2, p = nT állapotegyenletet tünteti ki, ezért tehát ilyen megoldásokat keresünk, és

az n, T és v ismeretlen változókat használjuk, a többit (ε, p) ezekb®l származtatjuk. Az ütkö-

zésmentes kinetikai egyenletre keresünk (3.4) alakú megoldást; az el®z® szakasz alapján ekkor

a hidrodinamikai egyenletekre (melyeket az 1.4.2. szakaszban láttunk) is megoldást kapunk.

Hogy felderítsük, léteznek-e ilyen áramlási pro�lok, egyszer¶en be kell helyettesítenünk a (3.3)

összefüggéssel megadott f -et a (3.7) egyenletbe. A következ®t kapjuk7:

1

n

∂n

∂t
+
pk∂kn

m0n
+

(
(p−m0v)

2

2m0T 2
− κ

T

)(
∂T

∂t
+
pk∂kT

m0

)
+
pk −m0vk

T

(
∂vk
∂t

+
pl∂lvk
m0

)
= 0. (3.13)

6 A valóságban az egzakt lokális termikus egyensúly persze csak közelítés, éppen annyira, amennyire a
tökéletes folyadék-kép: az eloszlásfüggvény lokális termikus formától való eltérésének �gyelembevételével adódik
a disszipatív folyamatok (viszkozitás, h®vezetés) mikroszkopikus értelmezése.

7 Mivel az ütközésmentes Boltzmann-egyenlet az f -nek csak els® deriváltjait tartalmazza, maga az f kiesik
az egyenletb®l. S®t, továbbmenve: ha egy adott f megoldja ezt, akkor f -nek bármilyen függvénye is. Így
ha az f eloszlásfüggvényre f ∼ B helyett f ∼ 1/

(
B−1 + 1

)
vagy f ∼ 1/

(
B−1 − 1

)
alakokat veszünk (azaz

Boltzmann-eloszlás helyett a Fermi-Dirac� ill. a Bose-Einstein-statisztikának megfelel® eloszlásfüggvényeket),
akkor sem változik az a kritérium, amit az ütközésmentesség támaszt: ha a Boltzmann-féle eloszlás teljesíti ezt
(adott uµ (x), T (x), µ (x)mez®kre), akkor a Fermi-Dirac� és a Bose-Einstein-eloszlás is teljesíti. A továbbiakban
tehát elég a Boltzmann-féle esetet tekinteni.
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Ez akkor teljesülhet f független változóinak minden értékére, ha a pk-ban különböz® fokú

tagok (p3, p2, p1 és p0) külön-külön is elt¶nnek. Ezt a vizsgálatot a B.1. függelékben fejtem ki

részletesen. Azt az eredményt kapjuk, hogy valóban lehetséges ilyen áramlás. Egy lehetséges

speciális eset gömbszimmetrikus, és a következ® képletek adják meg:

v =
ȧ (t)

a (t)
r, a2 (t) =

Ti
m0

(t− t0)
2 + a20,

n = n0
aD0

aD (t)
exp

{
− Ti
2T0

r2

a2 (t)

}
, T = T0

a20
a2 (t)

. (3.14)

Ez nem más, mint az 1.5. szakaszban (1.28)�(1.29) alatt felidézett ismert nemrelativisztikus

Buda-Lund-típusú megoldásnak [41] az 1.5.2. szakaszban említett egy lehetséges gömbszim-

metrikus speciális esete. Ezt a megoldást most általános D dimenziószámra írtuk fel, az álla-

potegyenletre ilyenkor a κ = D/2 megkötés érvényes.

Az, hogy ez a folyadékpro�l teljesíti az itt vizsgált ütközésmentesség kritériumát, ismert

volt korábban is [43]. Érdemes megjegyezni, hogy az itt tárgyalt nemrelativisztikus hidrodina-

mikai megoldás felfedezése történetileg éppen fordítva alakult, mint ahogy fentebb kifejtettem:

el®ször egy konstans h®mérséklet¶ és Gauss s¶r¶ségpro�lú eloszlásfüggvény ütközésmentes id®-

fejl®dését vizsgálták, err®l kiderült, hogy a kés®bbi id®pillanatokban is ilyen alakú marad, majd

kés®bb észrevették, hogy a kapott pro�lfüggvények a hidrodinamikai egyenletek megoldásait is

adják [43]. Beláthatjuk ezen gondolatmenet érvényességét is, ha a megoldásnak megfelel® n, T

és v el®bb felírt kifejezéseit (3.3)-ba beírva felírjuk a megfelel® eloszlásfüggvényt: kis átalakí-

tások után a következ® alakot kapjuk:

f (r,p, t) =
n0√

(2πm0T0)
3
exp

{
− Ti
2T0a20

(
r− p

m0

(t− t0)

)2

− p2

2m0T0

}
,

azaz f -et konkrétan (3.8) mintájára az ütközésmentes esetnek megfelel® alakra lehet hozni.

Három dimenzióban (D = 3) a legáltalánosabb nemrelativiszikus ütközésmentes áramlás

a (3.14) megoldásnak egy forgó általánosítása (levezetését lásd a B.1. függelékben):

v =
ȧ (t)

a (t)
r+

a0
a2 (t)

C0 × r , a2 (t) =
Ti
m0

(
t− t20

)
+ a20, (3.15)

n = n0
a30

a3 (t)
exp

{
− Ti
2T0

r2

a2 (t)
− m0

2T0

1

a2 (t)

(
C2

0r
2 − (C0r)

2)} , T = T0
a20

a2 (t)
, (3.16)

tetsz®leges C0 vektorral. A 3.1. ábra ennek a forgó tágulásnak mintegy �felülnézeti�, azaz a

forgást jellemz® C0 vektorra mer®leges, az origón átmen® síkkal való metszetb®l adódó képét



46 3. FEJEZET. EGZAKT MEGOLDÁSOK ÉS A KINETIKUS ELMÉLET

mutatja két különböz® id®pillanatban.

t = 0.7 fm/c t = 1.2 fm/c

t = 0.7 fm/c t = 1.2 fm/c

3.1. ábra. A (3.15)�(3.16) megoldás képe két id®pillanatban (T0 = Ti = m0, C0 = 1, 5 · a0
paraméterekre). A fels® ábrák a C0-ra mer®leges, a lentiek a C0-at tartalmazó síkmetszetet
mutatják; a körök n szintfelületeit jelölik.

A forgást jellemezhetjük a mozgó anyag teljes M0 impulzusmomentumával is, amelynek

kifejezése egyszer¶en megkapható egy adott t = const id®pillanatban vett térfogati integrállal.

A teljesN0 részecskeszám (ami n (r, t) térfogati integrálja) ésM0 is valóban konstansnak adódik.

De�níció szerint

N0 =

∫
d3rn (t, r) , M0 =

∫
d3rm0n (t, r) r× v (t, r) ,



3.4. RELATIVISZTIKUS ÁLTALÁNOSÍTÁS 47

amib®l (3.15)�(3.16) behelyettesítésével végzett egyszer¶ számolás az alábbi eredményre vezet:

N0 =
n0a

3
0

Ti +m0C2
0

√
(2πT0)

3

Ti
, M0 = C0N0m0a0

2T0
Ti +m0C2

0

. (3.17)

Az impulzusmomentum valóban állandó id®ben: ahogyan tágul a folyadék, a forgómozgás átla-

gos szögsebessége egyre kisebb lesz az id® múlásával. Összegezve tehát: a (3.15)�(3.16) egyenle-

tekkel leírt, forgó áramlást is magában foglaló megoldásosztály esetén lehetséges, hogy a lokális

termalizáció részecskeütközések nélkül is fennmaradjon.

Fontos következménye van annak, hogy az n részecskeszáms¶r¶ség-pro�l ilyen esetekben

a (3.16) egyenletb®l jól láthatóan nem gömbszimmetrikus. Nemnulla C0-ra az n szintfelületei

egy nyújtott forgási ellipszoidnak felelnek meg, C0 irányú tengellyel, éppen, mint egy nemcent-

rális atommagütközésben elképzeljük. Az ebb®l a megoldásból számolt részecskespektrumnak

lesz nemelt¶n® azimutális anizotrópiája, azaz a v2 nemnulla lesz. Mindez azért érdekes, mert

a v2 elliptikus folyás hidrodinamikai képben való leírása nagy érdekl®désre tart számot, hi-

szen éppen v2 alakjából következtettek a hidrodinamikai kép érvényességére a RHIC Au+Au

ütközéseiben. Az itt bemutatott egzakt megoldás tehát lehet®vé teszi az impulzusmomentum

hatásának analitikus vizsgálatát.

3.4. Relativisztikus általánosítás

Most rátérünk a relativisztikus ütközésmentes áramlások vizsgálatára. Ezek olyan új ered-

mények, amelyek a nemrelativisztikus esetben látotthoz sok szempontból hasonlóak. Az ütkö-

zésmentes Boltzmann-egyenlet (3.9) alakú, mint láttuk, ha ezt (3.6) alakú eloszlásra alkalmaz-

zuk, megkapjuk a hidrodinamikai egyenleteket is (az (1.12)�(1.14) alakban). Relativisztikus

�ütközésmentes� áramlást keresünk. Behelyettesítve a (3.6) kifejezést (3.9)-be, megkapjuk en-

nek feltételét8:

pµ∂µ

(µ
T

)
− pµpν∂µ

(uν
T

)
= 0.

A nemrelativisztikus esethez hasonlóan er®s megszorítást jelent, hogy ennek minden megen-

gedett pµ impulzusra azonosan teljesülnie kell. Tömeges részecskékre ez az alábbi feltételeket

jelenti:

∂µ

(µ
T

)
= 0, ∂µ

(uν
T

)
+ ∂ν

(uµ
T

)
= 0, (3.18)

8 A 7. lábjegyzetben mondottak relativisztikus esetben is érvényesek: ha a Maxwell-Boltzmann-eloszlás
teljesíti az ütközésmentesség kritériumát, akkor a megfelel® Fermi-Dirac� és Bose-Einstein-eloszlás is.
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tömegtelen (ultrarelativisztikus) részecskékre pedig

∂µ

(µ
T

)
= 0, ∂µ

(uν
T

)
+ ∂ν

(uµ
T

)
= gµνα (3.19)

kell, hogy teljesüljön, ahol α ≡ α (x) tetsz®leges függvény9. Most ez utóbbi, tömegtelen �

nyilván b®vebb lehet®ségeket megenged® � esetet vizsgáljuk tovább. Látjuk, hogy a µ
T

=

const feltétel mindenképpen teljesül. Ebb®l, a κ = D követelményb®l, és az állapotegyenletre

vonatkozó, (2.22)-ben felírt azonosságok alapján következik, hogy TD = const · n. Ezt beírva
az n-re vonatkozó (1.14) kontinuitási egyenletbe, és összevetve (3.19) második egyenletének

nyomával, kiderül, hogy az eddig még tetsz®leges α függvényre az α = 2uµ∂µ (1/T ) választást

kell tennünk. Ez tömeges részecskékre is érvényes, azonban ott az α = 0 követelménnyel

együtt ez már túl er®s megszorítás10. Emiatt innent®l kezdve a tömegtelen részecskék esetére

koncentrálunk.

A megoldandó egyenlet tömegtelen esetben tehát

∂µ

(uν
T

)
+ ∂ν

(uµ
T

)
= 2gµνu

ρ∂ρ

(
1

T

)
. (3.20)

Tömegtelen részecskék esetére, ahogy a 3.2. szakaszban is felidéztük, az ε = κp, κ = D a

természetes állapotegyenlet. Ekkor, mint láttuk, (3.20) tartalmazza az energiamegmaradási

és az n-re vonatkozó kontinuitási egyenletet is. Könnyen ellen®rizhet®, hogy az α el®bb leírt

választásával az Euler-egyenlet is megkapható (3.20)-ból11.

Összefoglalva: akkor találhatunk értelmes, a nehézion-ütközések leírása szempontjából ér-

dekes ütközésmentes megoldást, ha tömegtelen részecskéket teszünk fel, κ = D-vel felírt ε = κp

állapotegyenletet használunk, a részecskeszámra p = nT érvényes, és µ/T konstans. Az egyetlen

megoldandó egyenlet pedig (3.20). Ez utóbbit átírhatjuk az alábbi formába, ha bevezetjük az

9 Ha egy Mµν szimmetrikus tenzorra megköveteljük, hogy minden (tömeges részecskének megfelelhet®) pµ

négyesimpulzusra Mµνp
µpν = 0 teljesüljön, akkor könny¶ leellen®rizni (pl. komponensenként), hogy ez csak

Mµν = 0 esetben lehetséges. Tömegtelen esetben hasonló vizsgálattal a Mµν = const·gµν követelményre jutunk;
a nagyobb szabadságot végs® soron az okozza, hogy itt a gµνp

µpν = 0 megszorítás van érvényben.
10 Tömeges esetben α (x) = 0 miatt uµ∂µT = 0 kell, hogy teljesüljön, azaz a T h®mérsékletnek minden

folyadékelem-trajektórián állandónak kellene lennie. Ebb®l µ = const · T miatt ugyanez lenne igaz a kémiai
potenciálra, és ezekb®l már az is következne (mivel az állapotegyenletet mindig megadja a p (T, µ) függvény,
és ebb®l egyértelm¶ n (T, µ) és s (T, µ) kapcsolat adódik), hogy az összes termodinamikai mennyiség konstans
egy folyadékelem trajektóriája mentén. Ilyen áramlások bizonyára nem a miáltalunk keresett, tágulást leíró
típusúak.

11 Az Euler-egyenlet (2.8) alatti alternatív alakja µ/T = const esetén a következ®:

Tuν∂νu
µ = (gµν − uµuν) ∂νT,

ez megkapható, ha (3.20)-ban uν-vel index-összeejtést végzünk.
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Aµ = uµ T0

T
jelölést (ahol T0 itt is csupán egy h®mérsékleti skálát de�niál):

AρAσ {gµν (∂ρAσ + ∂σAρ)− gρσ (∂µAν + ∂νAµ)} = 0. (3.21)

Ezen egyenlet megoldásait fogjuk megkeresni, amib®l tehát rekonstruálható minden mennyiség:

az A de�níciójából megkapható T és uµ, ezután pedig a µ/T = const feltételb®l, illetve az

állapotegyenletünkre érvényes az (1.8) összefüggésekb®l n is, a következ®képpen:

T = T0
1√
AµAµ

, uµ =
T

T0
Aµ, n = n0

(
T

T0

)κ

, (κ = D) , p = nT. (3.22)

Elég tehát Aµ-t megtalálnunk. Beláthatjuk (pl. úgy, hogy minden komponensét külön felírjuk),

hogy a (3.21) egyenlet ekvivalens azzal, amit úgy kapunk, hogy elhagyjuk bel®le az AρAσ-val

való index-összeejtést. Tehát egy lineáris tenzoriális di�erenciálegyenletet kapunk Aµ-re:

gµν (∂ρAσ + ∂σAρ)− gρσ (∂µAν + ∂νAµ) = 0. (3.23)

Ez az egyenlet homogén, így bármely két megoldás lineáris kombinációja is az. Az egyenlet

részletes vizsgálata a B.2. függelékben található. Figyelemre méltó, hogy lineáris egyenletr®l

van szó, ami a hidrodinamikai egyenletek nemlinearitásához képest lényeges egyszer¶södés: er-

re az egyenletre szisztematikus módon meg lehet találni az összes megoldást. Érdekes módon

kiderül, hogy az ebb®l kapott hidrodinamikai megoldások között felbukkannak ugyanazok, ami-

ket a 2.2 szakaszban láttunk, akár az 1 + 1 dimenziós általános megoldásra gondolva, akár a

többdimenziós, gyorsuló (2.30) áramlási pro�lra! Úgy t¶nik tehát, hogy ezek az új megoldá-

sok több szempontból is nagyon mélyen hozzátartoznak az egyszer¶ relativisztikus megoldások

családjához (csakúgy, mint a Gauss-pro�lú önhasonló tágulás a nemrelativisztikus esetben [43]).

3.4.1. Forgó és haladó táguló megoldások

El®ször a háromdimenziós esetben vizsgáljuk meg a (3.23) egyenletet, amely ütközésmen-

tes hidrodinamikai megoldásokat generál. A B.2. függelékben bebizonyítjuk, hogy a (3.23)

egyenletet D = 3 esetén kielégít® legáltalánosabb Aµ vektor alakja a következ®:

Aµ (x) = aµ + γxµ + F µνxν + (bνxν) x
µ − bµ

2
(xνxν) . (3.24)

Ebben a tetsz®legesen megválasztható állandók: a γ skalár, az aµ és a bµ négyesvektorok, ill. az

Fµν antiszimmetrikus négyestenzor. (Közvetlenül ellen®rizhet®, hogy ez az Aµ valóban megold-
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ja (3.23)-at.) A következ®kben megvizsgáljuk a bevezetett állandók különböz® választásaival

kapható lehetséges eseteket. A h®mérséklet� és sebességpro�lt mindenhol a (3.22) egyenletb®l

határozhatjuk meg, itt csak az eredményeket közlöm.

1. Tegyük fel el®ször, hogy az Fµν = 0 és bµ = 0! Ekkor ha γ is elt¶nik, az eredmény

egy homogén álló folyadék (abban a rendszerben, ahol aµ az id®tengely irányába mutat). Ha

viszont γ 6= 0, akkor az xµ → xµ − aµ/γ eltolással aµ-t nullává tehetjük. A τ0 = 1
γ
jelölést

bevezetve ekkor a folyási képre a következ® adódik:

uµ =
xµ

τ
⇔ v =

r

t
, T = T0

τ0
τ
, n = n0

(τ0
τ

)D
,

és persze p = nT . (Ez utóbbi ebben a fejezetben mindig igaz, nem írom ki külön mostantól.) Ez

egy valódi lehet®ség relativisztikus ütközésmentes áramlásra, felismerjük benne a már sokszor

tárgyalt gyorsulásmentes, 1+1 dimenzióban Hwa-Bjorken�, 3 dimenzióban Hubble� vagy Buda-

Lund-megoldásként ismert megoldást (illetve a többdimenziós megoldás (1.34) alatti felírásának

ν (A) = 1-hez tartozó speciális esetét, lásd az 1.5. szakaszt). Itt az új eredmény tehát az �e�ektív

ütközésmentesség� teljesülése, az e fejezetben tárgyalt értelemben.

2. Ha bµ 6= 0, akkor Fµν és aµ újrade�niálásával, valamint a koordinátarendszer eltolásával

mindig elérhet®, hogy γ = 0 legyen. A legegyszer¶bb eset, ha ekkor Fµν = 0 is teljesül. Id®szer¶

bµ esetén választhatunk olyan vonatkoztatási rendszert, ahol bµ = (ζ,0). Ha aµ párhuzamos

bµ-vel, akkor a ρ paraméter teljesen leírja a megoldást: aµ =
(
ζρ
2
,0
)
, így az eredmény:

v =
2tr

t2 + r2 + ρ
, T =

T0τ
2
0√

(t2 − r2 + ρ)2 + 4ρr2
, p = p0

(
T

T0

)κ+1

. (3.25)

A ζ konstans helyett bevezettük a τ0-t, a kapcsolat közöttük: ζτ 20 = 2.

Ez a megoldás a ρ = 0 esetben megegyezik az el®z® fejezetben a Khalatnikov-egyenlet

segítségével talált (2.30) megoldással. A ρ > 0 eset érdekes új eredmény: ez az áramlás gömb-

szimmetrikus, κ = D állapotegyenletre érvényes megoldás, és egy realisztikus vonása abból

látható, ha a T h®mérsékletet felírjuk Rindler-koordinátákkal:

T =
T0τ

2
0√

(τ 2 + ρ)2 + 4ρτ 2sh2η
, p = p0

(
T

T0

)κ+1

. (3.26)

Látszik ebb®l, hogy a T h®mérsékletpro�l, a p nyomás és az n részecskeszám is véges az η

peszudorapiditásban (azaz: adott τ = τ1 hiperfelületen η → ±∞-re nullához tartó). Az A.3.1.

és A.3.2. függelékekben belátjuk, hogy egy egyszer¶ feltevést téve ez a megoldás is (csakúgy,
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3.2. ábra. A bal oldalon a korábban látott (2.30) megoldás trajektóriáinak képe (ez lényegében
azonos a 2.1. ábrával), a jobb oldalon pedig ugyanez a most látott (3.25) általánosítás esetében,
ρ = 1 fm2-re illusztrálva.

mint az el®z® fejezetben tárgyalt (2.30) megoldás) lényegében egyértelm¶en megkapható a (2.26)

gömbszimmetrikus Khalatnikov-egyenletb®l (vagy a (2.27)-ben látott általánosításából).

Az A skálázófüggvényt könnyen meghatározhatjuk az Ȧ+ vA′ = 0 feltételb®l:

v =
2tr

t2 + r2 + ρ
, A =

r

t2 − r2 + ρ
=

r

τ 2 + ρ
⇒ ∂A

∂t
+ v∇A = 0. (3.27)

Ezzel (3.27)-nél egy kicsit általánosabb hidrodinamikai megoldást is kaphatunk, ahol v alakja

ugyanaz, T és n alakjai pedig egy tetsz®leges ν (A) függvénnyel a következ®k:

T =
T0τ

2
0√

(t2 − r2 + ρ)2 + 4ρr2

1

ν (A)
, n =

n0τ
2D
0(

(t2 − r2 + ρ)2 + 4ρr2
)D/2

ν (A) . (3.28)

Ez megoldása a hidrodinamikai egyenleteknek, viszont az ütközésmentesség csak az el®z®leg

felírt, ν (A) = 1 speciális esetben igaz rá (az el®z® 1. esethez és a 3.4.2. szakaszban látottakhoz

hasonlóan.) Mivel p (az el®bbi értelemben) véges η-ban, választhatunk sokféle olyan ν (A)-t,

hogy T és n is az legyen.

Az A kifejezéséb®l a folyadékelemek világvonalait is felírhatjuk. A korábbi, ρ = 0 esetre

ezek (relativisztikus értelemben) egyenletesen gyorsulónak adódtak, itt is lényegében hasonlóak

(pl. itt is minden trajektória sebessége a fénysebességet közelíti). A 3.2. ábra mutatja ezeket

a trajektóriákat a korábban is látott ρ = 0, illetve a ρ = 1 fm2 esetre (a ρ dimenziója hosszú-

ságnégyzet.) Látszik, hogy a ρ = 0 esetben a kezdeti t¶zgömb végtelenül s¶r¶ és kicsi pont, a

ρ > 0 esetben ez a pont mintegy �el van kenve� egy ∼ √
ρ sugarú tartományon.

3. Ha az el®z® esethez még hozzávesszük azt a lehet®séget, amikor a (3.24) egyenletben
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szerepl® aµ négyesvektor nem feltétlenül párhuzamos a bµ-vel, akkor olyan megoldást kapunk,

aminek nemnulla össz-impulzusa van. Ha az aµ =
(
ζρ
2
, ζa

2

)
, és, mint az el®bb, a bµ = (ζ,0)

parametrizálást használjuk, a megoldás így írható fel:

v =
2tr+ a

t2 + r2 + ρ
, T =

T0τ
2
0√

(t2 − r2 + ρ)2 + 4ρr2 − a2 − 4t (ar)
, p = p0

(
T

T0

)κ+1

. (3.29)

Látszik, hogy ρ > 0 és a 6= 0 esetben a kezdeti, ∼ √
ρ sugarú t¶zgömb egészében halad az a

vektor által megadott irányba. A félreértések elkerülése végett megjegyezzük, hogy ez a haladás

nem homogén (ahogy látható, ha a t = 0 id®pontot nézzük), tehát az áramlási kép nem az el®z®

megoldásoknak egy mozgó meg�gyel® által látott képe. Természetesen itt is meghatározhatnánk

az A skálázófüggvényt, amivel a megoldást hasonlóan általánosíthatjuk (és az általánosítás már

nem lenne ütközésmentes), mint az el®z®, (3.25) esetben.

4. Talán legérdekesebbek az el®z®ek forgást is tartalmazó általánosításai: itt az induló

állapot egy ∼ √
ρ sugarú, forgó gömb. (3.24)-ben legyen továbbra is bµ id®szer¶ vektor, amihez

rögzítjük a vonatkoztatási rendszerünket: bµ = (ζ,0), és legyen most az Fµν tenzor nemelt¶n®:

paraméterezzük az E, B hármasvektorokkal a következ®képpen (az elektrodinamika térer®sség-

tenzora kapcsán megszokotthoz hasonló módon): F0i =
1
2
ζEi, Fik = 1

2
εiklBl, és legyen aµ =(

ζρ
2
, ζa

2

)
. Kiderül, hogy a paraméterek megfelel® átde�niálásával és az origó eltolásával elérhet®,

hogy E-t nullának válasszuk12. Ekkor a sebességmez® és a h®mérséklet a következ®:

v =
2tr+ a+B× r

t2 + r2 + ρ
, p = p0

(
T

T0

)κ+1

, (3.30)

T =
T0τ

2
0√

(t2 − r2 + ρ)2 + 4ρr2 − (B× r+ a)2 − 4t (ar)
. (3.31)

Tudomásom szerint korábban nem volt ismeretes a relativisztikus hidrodinamikában forgó tá-

gulást leíró egzakt megoldás. A 3.3. ábra az a = 0-hoz tartozó áramlási képet (a B vektorra me-

r®leges metszetet) mutatja két id®pillanatban, a 3.1. ábrához hasonló elrendezésben. A (3.31)-

b®l látható, hogy az, amit az elliptikus folyás kapcsán a nemrelativisztikus forgó megoldásokról

a 3.3. szakasz végén mondtunk, itt is igaz: a T h®mérséklet és az n részecskeszáms¶r¶ség nem

gömbszimmetrikus, vagyis az ebb®l a megoldásból számolt v2 zérustól különböz® lesz.

5. A (3.24) alapján, az el®z® 1. esetet általánosítva a Buda-Lund-típusú gyorsulásmentes

megoldásra is felírhatunk forgó általánosítást: legyen bµ = 0, γ 6= 0, és Fµν sem nulla, ekkor

12 Az elektrodinamikában ismert, hogy az elektromos teret Lorentz-transzformációval nem mindig lehet nul-
lává tenni (pl. egy szabad elektromágneses hullámban soha sem). Itt teljesen más helyzetr®l van szó: eltolásról,
amivel a (3.24)-ben lév® xµ-ben kvadratikus tagokba lehet E-t beolvasztani.
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t = 0.5 fm/c t = 1 fm/c

3.3. ábra. A (3.30) forgó relativisztikus hidrodinamikai megoldás B-re mer®leges metszeti képe
két id®pillanatban (ρ = 1 fm2, B = 1 fm választással). Az |r| = t fénykúpot is jelöltem.

aµ-t megint vehetjük nullának. Ismét a τ0 = 1/γ jelölést használva, és most Fµν-t az F0i = γEi,

Fik = γεiklBl módon paraméterezve az E és a B vektorokkal, a következ® megoldást írhatjuk:

v =
r+ Et+B× r

t+ Er
, T =

T0τ0√
τ 2 + (Br)2 −B2r2 − E2t2 + (Er)2

, p = p0

(
T

T0

)κ+1

. (3.32)

6. Ha a (3.24)-ben szerepl® bµ vektor térszer¶, nem kapunk értelmes megoldást. Ilyenkor

vehetünk olyan vonatkoztatási rendszert, ahol bµ = (0,b), és pl. a γ = 0, Fµν = 0 esetben

könnyen belátható, hogy a sebességmez® az egész térben 1-nél (azaz fénysebességnél) nagyobb

abszolútérték¶nek adódna.

Ezzel befejeztük a (3.24) egyenlet vizsgálatát három dimenzióban: néhány nem különösen

érdekes, az el®z®ek kombinációjaként kiadódó esett®l eltekintve (mint amilyen pl. az 5. eset álta-

lánosítása nemnulla aµ-re lenne) végigelemeztük az összes olyan relativisztikus hidrodinamikai

megoldást, amiben a lokális termalizáció megmaradhat a részecskék ütközésmentes mozgásával

is. Mint láttuk, minden ilyen megoldás megkapható a (3.24) és a (3.22) egyenletekb®l.

3.4.2. Az 1 + 1 dimenziós eset

Az el®z® szakasz vizsgálatait, az ütközésmentesség kritériumának eleget tev® megoldások

megkeresését egydimenziós esetben is el lehet végezni. Elöljáróban felidézzük, hogy amint a 2.

fejezet végén, a 2.4. szakaszban láttuk, a κ = D = 1 eset speciálisan egyszer¶: általánosan

fel lehet írni a hidrodinamikai egyenletek megoldását. A B.2. függelékben kiderül, hogy az
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ütközésmentesség szempontjából is ez a helyzet: a 2.4. szakaszban felírt általános megoldás

kis specializációja már ütközésmentes is. Konkrétan: megállapítottuk, hogy tetsz®leges f (x+),

g (x−) függvényekre (x± = t± r) az általános megoldás (2.51)�(2.52) alakú. A B.2. függelékb®l

és a (3.22) kifejezésb®l látható, hogy ennek a következ® speciális esete már ütközésmentes

megoldás:

v =
g (x−)− f (x+)

g (x−) + f (x+)
, T = T0

(
f
(
x+
)
g
(
x−
))1/2

, n = n0

(
f
(
x+
)
g
(
x−
))1/2

.

A (2.4). szakaszban látott általános hidrodinamikai megoldásban még (2.52) szerint megje-

lenhetne egy tetsz®leges ν (A) függvény; látjuk tehát, hogy a ν (A) = 1 eset ad �e�ektíve

ütközésmentes� megoldást.

3.5. Diszkusszió

Többször aláhúztam, hogy ha egy hidrodinamikai áramlás (megoldás) az ebben a fejezetben

tárgyalt értelemben ütközésmentes, az nem jelenti azt, hogy ténylegesen nincsenek ütközések a

részecskék között. Csupán annyit, hogy lehetséges olyan mikroszkopikus id®fejl®dést megadni,

amikor ez teljesül. Mindenképpen jelent ez azonban valamit a megoldásból adódó meg�gyelhet®

mennyiségekre nézve: ezeket a kifagyási hiperfelületen számítjuk ki az ott érvényes T (x), µ (x),

stb. paraméterekkel, melyek meghatározzák a lokális termikus eloszlást, és a részecskékr®l azt

képzeljük, hogy kifagyás után egymástól függetlenül egyenes vonalú egyenletes mozgást végez-

nek. Tehát megállapíthatjuk, hogy ha az ütközésmentes áramlásban feltételezett részecskék

keletkezését nézzük, akkor az egyrészecske-meg�gyelhet® mennyiségek (spektrum, rapiditásel-

oszlás, elliptikus folyás, stb.) egyáltalán nem függenek attól, hogy mikor és milyen felületen

történik a kifagyás (hiszen matematikailag az eloszlás olyan, mintha ütközésmentesen mozog-

tak volna a részecskék már a kifagyás el®tt is). Ilyen helyzet áll el®, ha a nemrelativisztikus

esetben m0 tömeg¶ részecskék keltését, vagy ha a relativisztikus tárgyalt esetekben tömegtelen

részecskék keltését vizsgáljuk. Ha a relativisztikus esetben a keltett részecskéket tömegesnek

tekintjük, már nem igaz ez az állítás: a meg�gyelhet® mennyiségek függeni fognak a kifagyási

felülett®l is.

Ugyanez igaz a kétrészecske-korrelációkra: noha ezek kiszámítása a forrás Fourier-transz-

formáltjának segítségével történik, és emiatt általában megjelenik benne a forrás �zikai mé-

retskálája (éppen ezért hasznos módszer az interferometria a forrás méretének és alakjának

kiderítésére), az ütközésmentes megoldások esetén a korrelációs függvények is függetlenek a

kifagyás idejét®l (összhangban [34, 43] eredényeivel).
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Nagyon leegyszer¶sítve azt is mondhatjuk, hogy több ilyen ütközésmentes megoldás valami-

lyen értelemben aszimptotikus eset. Ilyen pl. a Hubble-tágulás: sok más egzakt és numerikus

megoldásról belátható, hogy t→ ∞ határesetben Hubble-alakhoz tart (legfelt¶n®bb pl. az 1.5.

szakaszban (1.28)�(1.29) alatt felidézett, már korábban is ismert elliptikus megoldás: itt a

tengelyek mozgásegyenletér®l, (1.30)-ról megállapíthattuk, hogy nagy id®kre konstans gömb-

szimmetrikus tágulást írnak le). Több egzakt megoldásnál is jelentkezik az, hogy a meg�gyel-

het® mennyiségek nagy id®kre (azaz a kifagyási id® elég nagyra választásakor) mintegy állandó

értékekhez tartanak: gondolhatunk erre az eddigiek alapján úgy is, hogy ezek a megoldások

határesetben ütközésmentes áramlásokká válnak.

Azt mindenesetre érdekes látni, hogy a termalizáció néha kevésbé kapcsolódik a mikrosz-

kopikus ütközésekhez, mint azt a statisztikus �zikai szemlélettel gondolnánk. Itt egzakt ered-

ményekkel foglalkoztunk, de nincs kizárva, hogy általánosabb esetben is kitüntetettek azok

az áramlások (és kezdeti feltételek), ahol kisebb szükség van az ütközésekre a termalizációhoz

(vagy más szóval: könnyebben t¶nhet termalizáltnak a rendszer). Ez érdekes lehet, mivel a

nehézion-reakciókban a termalizáció ma sem teljesen megértett folyamat.

A talált egzakt megoldások önmagukban is érdekesek, különös tekintettel a forgást is pa-

raméterként tartalmazókra. Ilyenek eddig nem voltak ismertek. Nemcentrális (azaz félig �sú-

roló�) nehézion-ütközésekben a nyalábtengelyre mer®leges irányú kezdeti impulzusmomentum

van jelen, egy ilyen tágulás analitikus leírására kiválóan használhatóak lehetnek a forgó egzakt

megoldások. Említésre méltó talán, hogy a keletkezett kvark-gluon-plazma ilyen forgásából

adódó er®s mágneses térben fellép® e�ektusok nagy érdekl®désre tartanak számot; a kollektív

dinamika követése ezért is fontossá válhat.

A bemutatott forgó megoldások látott másik tulajdonsága az elliptikus lapultságú s¶r¶ség-

pro�l, ami nyilvánvalóan nemnulla azimutális anizotrópiára (azaz v2-re) vezet. A fejezetben

mondottak alapján tehát megállapíthatjuk, hogy nemnulla elliptikus folyás adódhat akkor is,

ha nincs szerepe a mikroszkopikus részecskék ütközésének: ez érdekes, mivel a folyás fennma-

radását általában az er®s csatolással és az ebb®l adódó folyadék-jelleggel indokolják (mint azt

röviden összefoglaltam az 1.2. szakaszban). Ez nem érvényteleníti a folyadék-jellegre vonatko-

zó következtetést, amely azt mondja, hogy a gázban történ® ütközések kioltanák az elliptikus

folyást: itt azt láttuk, hogy egy kivételes esetben akár er®s csatolás nélkül, az ütközések sze-

repének teljes elhanyagolásával is adódhat nemnulla elliptikus folyás. Természetesen további

részletes vizsgálatokra van szükség a bemutatott forgó megoldások, az impulzusmomentum és

az elliptikus folyás kapcsolatának kvanti�kálására. Ezek a vizsgálatok azonban túlmutatnak a

jelen dolgozat keretein.



4. fejezet

Fenomenológiai alkalmazások

Ebben a fejezetben egy példát mutatok arra, hogy hogyan lehet az egzakt hidrodinamikai

megoldásokat a nagyenergiás ütközésekben mért meg�gyelhet® mennyiségek leírására használni.

A keletkez® hadronok dn
dη

és dn
dy

(pszeudo)rapiditás-eloszlásával fogunk foglalkozni: ezek az 1.1.

szakaszban bevezetett eloszlásfüggvények pT -re és ϕ-re kiintegrált változatai.

Itt tehát részleteiben végigkövetjük az 1. fejezetben a hidrodinamikai modellek alapvetése-

ként felvázolt módszert, amellyel a folyási képt®l eljutunk a kísérleti adatokkal összehasonlítható

formulákig. A választott hidrodinamikai megoldás az el®z®ekben (pl. a 2.3. szakaszban) felírt

λ-megoldások közül az 1 + 1 dimenzióban értelmezett, a kevéssé realisztikus ε = p állapot-

egyenlet¶, de általános λ-val jellemzett megoldás (a 2.1. táblázat e. sora). Az ebb®l számolt

rapiditáseloszlásra levezetünk egy közelít® analitikus képletet. Látni fogjuk, hogy ez a közelítés

nem ad (magának a modellalkotásnak bizonytalanságához képest) jelent®s hibát, vagyis az így

kapott formulát használhatjuk az adatok leírására. Látni fogjuk azt is, hogy a kapott formula

y-ban (ill. az η-ban) véges rapiditáseloszlást ír le.

Konkrét kísérleti adatokat is megvizsgálunk: a RHIC nehézion-gyorsítónál m¶köd® BRAHMS

kísérlet széles y-tartományon megmérte a keletkez® hadronok (pszeudo)rapiditás-eloszlását a
√
sNN = 200 GeV nukleononkénti energiájú Au+Au ütközésekben. (Az LHC gyorsítónál je-

lenleg1 még nem publikáltak olyan mérést, amire a tárgyalt módszert alkalmazhatnánk.) Meg-

vizsgáljuk, hogy az itteni egyszer¶ modellünk milyen λ paraméterrel írja le legjobban a mért

eloszlást, így információt nyerünk a hidrodinamikai tágulás longitudinális gyorsulására.

Az a tény, hogy a rapiditáseloszlás végességét az analitikus megoldásaink alkalmazásával,

analitikus képletekkel le tudjuk írni, egy nagyon fontos kérdéskör tárgyalását teszi lehet®vé. A

rapiditáseloszlás egy fontos alkalmazása Bjorken nyomán [46] a reakció kezdeti energias¶r¶ségé-

nek becslése. Bjorken módszere arra az idealizált esetre vonatkozik, amikor a rapiditáseloszlás

1 A dolgozat véglegesítésekor, 2012. áprilisában.

56
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y-ban konstans, azaz boost-invariáns, amikor a longitudinális tágulást a boost-invariáns, és

emiatt gyorsulásmentes Hwa-Bjorken-megoldással lehet leírni. Kísérletileg azonban nyilvánva-

ló, hogy a rapiditáseloszlás véges, azaz nem boost-invariáns. Módszerünkkel tehát, mivel sikerül

kapcsolatot teremteni a gyorsulás mértéke és a rapiditáseloszlás kísérletileg mérhet® szélessé-

ge között, pontosíthatjuk az energias¶r¶ség-becslést: a gyorsulás miatti munkavégzés nemnulla

volta, és a térfogatelemek gyorsuló tágulásának �gyelembevétele (melyek a Bjorken-módszerben

nem szerepelnek) is arra vezet, hogy a valódi energias¶r¶ség a Bjorken-becslésb®l kapottnál ma-

gasabb. Nagyságrendileg 100%-os korrekciót kapunk a κ = 1 állapotegyenletre vonatkozóan, és

egy sejtést fogalmazunk meg, amely általánosabb állapotegyenletekre (azaz κ realisztikusabb

értékeire) további korrekciót ad, nagyságrendileg 50%-osat.

Az ebben a fejezetben leírtak az el®z® két fejezet egzaktabb, szinte inkább matematikai

jelleg¶ eredményeihez képest alkalmazáscentrikusabbak, több intuitív egyszer¶sítéssel élünk.

Ugyanakkor a fejezet f® mondanivalója, az energias¶r¶ség-becslés pontosítása a rapiditáselosz-

lás pontosabb analitikus leírása alapján, általános érvény¶ megállapításokra vezet: a gondo-

latmenet lényeges motívumai a számítás részleteit®l függetlenül igazak. Ennek bemutatására

mindvégig kísérletet teszek. Így tehát, noha a pontos számok, amit a modellünkb®l kaphatunk,

bizonyára csak közelítései a valóságnak, mégis alapvet® eredmények: ez az els® olyan módszer,

ami egyszer¶ gondolatmenettel, analitikus formulákkal adja meg a Bjorken-féle energias¶r¶ség-

becslés pontosítását. A fejezet alapjául a már hivatkozott [50] és [51] publikációk szolgálnak.

4.1. Motiváció

A nehézion�zikában az egyik tanulmányozni kívánt jelenség a kvark-hadron fázisátmenet.

Régóta az a várakozás, hogy a kvark-gluon-plazma fázis létrejöttéhez kb. 1 GeV/fm3 energia-

s¶r¶ség szükséges: mind a korai becslésekben [1] (melyek a tipikus hadronanyag-s¶r¶ségb®l

indultak ki), mind az újabb rács-QCD számolások ezt az értéket sugallják (utóbbiról lásd pl.

a [20] cikket, ill. az 1.1. ábrát)2.

A kezdeti energias¶r¶séget tehát mindenképp fontos a kísérletekben meghatározni. Egy

módszer lehetne erre a relativisztikus kinematika egyszer¶ alkalmazása: E nukleononkénti

energiájú ultrarelativisztikus nehézion-ütközések tömegközépponti rendszerében a magok γ =

E/mN Lorentz-faktorral rövidülnek (mN egy nukleon tömege), tehát kb. γ ·2E/mN ·ρ0 = 2γ2ρ0

2 Fenomenológiai érvek is sugallják ezt az energias¶r¶séget: érdemes kiemelni a [61, 62] munkákat, ahol a
különböz® energiájú gyorsítók (BNL AGS, GSI SIS, CERN SPS, és kés®bb BNL RHIC) eredményeit vizsgálva
adódik a következtetés, hogy egy adott, kb. 1 GeV-nyi energia jut minden keletkezett nukleonra kifagyáskor
(azaz amikor megsz¶nik a hadronok rugalmatlan szórása), nagymértékben függetlenül az ütközési energiától.
Ez alapján is tehát az 1 GeV egy tipikus hadronikus energia, új fázist várhatunk, ha ennél nagyobb energia
koncentrálódik egy tipikus nukleáris térfogatba, 1 fm3-be.
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a kialakuló energias¶r¶ség, ahol ρ0 = 0, 14 GeV/fm3 a közönséges maganyag s¶r¶sége. (Pl. a

RHIC
√
sNN = 200 GeV-es ütközéseire E/mN ' 107, az eredmény itt ' 3200 GeV/fm3.)

Igen nagy, b®ven 1 GeV/fm3 feletti értékek adódnak a kisebb energiájú (pl. az AGS gyorsító-

ban tanulmányozott) ütközéskre is. A probléma világos: ez alapján már sokkal a RHIC gyorsító

m¶ködése el®tt látni kellett volna a kvark-gluon-plazmára utaló jeleket a kísérletekben. Nyil-

vánvaló tehát, hogy a kapott energiaérték nem �valódi�: a QCD fázisátmenete szempontjából az

az érdekes, hogy mekkora az energias¶r¶ség akkor, amikor már lokálisan termalizált anyag jött

létre. Ezt fogjuk �kezdeti energias¶r¶ségnek� hívni, és ε0-val jelölni. Ennek ismerete alapvet®

fontosságú: így �helyezhetünk el� a QCD �zikai fázisdiagramján minden mérési eredményt3.

A dolgozatban már többször említett Bjorken-becslés [46] egy széles körben használt mód-

szer ε0 megbecslésére: lényege, hogy a keletkezett hadronok midrapiditásnál (azaz y = 0 környé-

kén) mért rapiditáseloszlás-értékét gyorsulásmentes mozgással követi vissza a kezdeti állapotba.

Lényeges szempont, hogy a Bjorken-megoldás boost-invarianciája a rapiditáseloszlásra is y-tól

független alakot jósol.

Teljesen nyilvánvaló, hogy a konstans dn
dy

csak y ' 0 környékén érvényes közelítés lehet. Va-

lóban, pl. a RHIC-nél a kísérletek feltárták, hogy noha dn
dy

�lapos� y = 0 körül, de nagyobb |y|-ra
csökkenni kezd. Az alábbiakban kiszámítjuk dn

dy
-t az egyik gyorsuló megoldásunk, a tetsz®leges

λ-ra érvényes (2.38) megoldás alapján. A boost-invariancia feltételezése mélyen beleivódott a

hidrodinamikai parametrizációkba: a mi mostani modellünk nemcsak önmagában használható,

de felfogható az általános longitudinális boost-invariáns tágulási pro�l általánosításának is. A

f® következtetésünk az lesz, hogy ezzel a modellel le sikerül írnunk a mért dn
dy
-t, és kit¶nik, hogy

a Bjorken-becslés bizonyosan alulbecsüli ε0-t.

Nagyon fontos látni, hogy ez utóbbi következtetés a modell részleteit®l függetlenül érvényes:

gyorsuló folyadékban egyrészt a nyomás munkát végez (vagyis az eredeti energias¶r¶ségnek a

végzett munkától függ®en nagyobbnak kellett lennie), másrészt pedig a folyadékelemek eredeti

térfogata kisebbnek adódik, mintha nem gyorsulva távolodtak volna, így ε0 becslését erre is

korrigálni kell. Az alábbiakban a hidrodinamikai modellünket használva mindkét korrekciós

tényez®re becslést adunk az adatok alapján. A kapott eredmény az els®, a Bjorken-becslésen

túllép® analitikus becslés ε0-ra, de fontos látni, hogy eredményeink a numerikus hidrodinamikai

megoldásokban szerepl® ε0 értékek nagyságrendjébe esnek. Ezek mindig a Bjorken-becslésnél

jelent®sen nagyobb értékeket tesznek fel (lásd pl. a [68] eredményt.)

3 Más eredmények is arra utalnak, hogy az el®z® kinematikai energias¶r¶ség-becslés nem realisztikus: ez
ugyanis az ún. �full stopping� esetnek felelne meg, azaz amikor a bejöv® magok teljesen lefékez®dnek, és összes
energiájuk h®energiává alakul. Azonban kísérletileg látható, hogy �átlátszóak� a magok: sok nukleon csak
kicsit meglökve áthalad a szembejöv® atommagon, ezek energiája tehát nem jelenik meg a közeg termalizált
energiájaként.
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4.2. A rapiditáseloszlás kiszámítása

Az 1. fejezetben leírt módon a hidrodinamikai fejl®dés végállapotában mérhet® mennyi-

ségeket termikus eloszlásból számítjuk ki. Felmerül a kérdés, hogy hogyan határozzuk meg

a korábban (az 1. fejezetben) bevezetett S (x, p) forrásfüggvényt, ha ismerjük a hidrodinami-

kai áramlást és a kifagyási felületet. A relativisztikusan invariáns eloszlásfüggvény E dn
d3p

alakú;

olyan felírást kell keresnünk egy pontról pontra változó normálisú hiperfelületre, amely egyrészt

relativisztikusan invariáns, másrészt ha a kifagyás egy adott rendszerben konstans t koordiná-

taid®ben (a meg�gyel® szerint �egyszerre�) történik, akkor éppen E dn
d3p

adódjon az eloszlás-

függvényre. Ez indokolja az alábbi választást, amely Cooper�Frye-formula néven ismert [63].

Relativisztikus esetben ez úgy írható fel, ha bevezetjük a normális hiperfelület-elemet (vagyis

a hiperfelület vektori integrálási mértékét) a dDΣµ (x) jelöléssel, ezzel a forrásfüggvény

S (x, p) dDx =
g

(2π~)D
pµdDΣµ (x)

B−1 (x, p) + sq
, B (x, p) = exp

{
µ (x)

T (x)
− pµuµ (x)

T (x)

}
alakba írható. A B (x, p) a hidrodinamikai folyási képnek megfelel® lokális Boltzmann-eloszlás;

S (x, p)-t úgy írtuk fel, hogy Maxwell�Boltzmann-, Fermi�Dirac- és Bose�Einstein-statisztika

esetére is érvényes legyen (ezeknek rendre az sq = 0, +1 és −1 értékek felelnek meg), g pedig a

spin-degenerációs faktor, értéke 2s+1, ahol s a részecske spinje. A pµdDΣµ (x) négyesszorzat, a

sz¶kebb értelemben vett Cooper�Frye-faktor pedig valóban egyszer¶en a részecske energiájával

való szorzásba megy át a �kifagyás nyugalmi rendszerében�, ahol lokálisan dΣµ párhuzamos az

(1,0) vektorral. (A dDΣµ (x) a felület mértéke.)

4.2.1. A λ-megoldás alkalmazása

A (2.38) egyenletben leírt λ-megoldást, mégpedig az 1 + 1 dimenziós, κ = 1-re érvényes,

tetsz®leges λ-jú megoldást fogjuk használni, amikor a részecskeszáms¶r¶ség, n (x) �homogén�,

azaz a (2.46) egyenletben szerepl® ν (A) függvény konstans 1. A kifagyási hiperfelületet pe-

dig a következ® el®írással adjuk meg: a h®mérséklet η = 0-ban legyen adott Tf érték (az f

index itt mindenhol a kifagyásnak megfelel® értékeket fogja jelölni), egyébként pedig a felü-

let legyen pszeudoortogonális a négyessebeségmez®re: uµ (x) || dΣµ (x). (Ez azt jelenti, hogy

a kifagyás �szinkronizált�: a folyadékkal együttmozgó meg�gyel® számára lokálisan egyszerre

történik a kifagyás.) Ez az el®írás sok modellben el®fordul, egyebek közt a Buda-Lund hidro-

dinamikai modellben is4, (lásd az 1.3. szakaszt), amely sikeresen ír le több (más modell által

4 A Buda-Lund modellben ezen el®írás általánosítása is használható: a kifagyási folyamatot nem kell feltétle-
nül pillanatszer¶nek tekintenünk. Bevezethetjük a hidrodinamikai áramlást jellemz® lokális τ ′ sajátid®paramé-
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nem jól reprodukált) mennyiség rapiditásfüggését, pl. a v2 (η)-t, az elliptikus folyást [64]. A

Hwa-Bjorken-megoldásra (és a Hubble-féle tágulásra) az ezen a módon de�niált felület persze

egybeesik a τ = τf = const felülettel.

A választott hidrodinamikai megoldást a kifagyási felület η = 0-hoz tartozó τf sajátid®-

értékével, és a Tf , nf kifagyáskori értékekkel írjuk fel (2.38) és (2.46) alapján:

T (x) = Tf

(τf
τ

)λ
, n (x) = nf

(τf
τ

)λ
, uµ = (chλη, shλη) . (4.1)

Az erre a négyessebességmez®re pszeudoortogonális felület egyenlete(τf
τ

)λ−1

ch ((λ− 1) η) = 1. (4.2)

A kifagyáskor keletkez® részecske pµ impulzusát az y rapiditással pµ = m0 (chy, shy) módon

paraméterezhetjük, ahol m0 a keletkezett részecske tömege. A termikus modellekkel egyszerre

több fajta részecsketípus spektrumát is leírhatnánk, mindazonáltal � �gyelembe véve, hogy a

keletkez® hadronok a vizsgált kinematikai tartományban nagyrészt pionok, és hogy a kísérle-

tekben (a mi általunk a kés®bbiekben tekintett mérésekben is) igen gyakran csupán az inkluzív,

nem azonosított hadronok rapiditáseloszlását mérik, nem követünk el nagy hibát, ha a képletet

rögtön pionokra specializáljuk: ekkorm0 = 139MeV, és a g spin-degenerációs faktor 1 (hiszen a

pion pszeudoskalár mezon). A kifagyási felület paramétere az η koordináta lehet, és felhasznál-

va a pµuµ (x) = m0ch (λη − y) összefüggést, az eddigiek alapján a Cooper-Frye-tényez®t (azaz

az integrálási mértéket) is tovább alakíthatjuk:∫
δ (x− xf ) p

µdΣµ (x) →
∫ ∞

−∞
dη m0τfch (λη − y) ch

1
λ−1

−1 ((λ− 1) η) . (4.3)

Behelyettesíthetjük ezt, T (x) és uµ (x) alakjait (4.1)-b®l, ill. a g
2π~e

−µ(x)/T (x) tényez®t szokás sze-

rint n(x)
T (x)

-szel helyettesítve látszik, hogy ez konstans lesz. (Vagy másképpen érvelve: µ (x) /T (x)-

et egyszer¶en konstansnak vesszük, nem hivakozva n-re, mint ahogy sokszor teszik.) Ezzel a

kiszámítandó integrál a következ® lesz:

dn

dy
=

∫ ∞

−∞
dη

m0τf
2π~

ch (λη − y)

ch
λ−2
λ−1 ((λ− 1) η)

exp

{
−m0

Tf
ch (λη − y) ch

λ
λ−1 ((λ− 1) η)

}
. (4.4)

tert (azaz a folyadékelemek világvonalai mentén mért sajátid®t, ami csak a Hwa-Bjorken-típusú áramlásoknál

egyezik meg a τ Rindler-koordinátával), melynek de�níciója a ∂τ ′

∂t

∣∣∣
r=const

= u0 (x) egyenlet, és az (általáno-

sított) Cooper-Frye-faktorra a pµdDΣµ (x) d = pµuµ (x)H (τ ′) dDx el®írást tehetjük: ha a H (τ ′) függvény a
τ ′ = τ ′0 kifagyási sajátid® körül koncentrált függvény (pl. Gauss-eloszlás), akkor egy id®ben kicsit �szétkent�
kifagyási feltételt kapunk. Ilyen általánosítással az alábbi számolásokban nem foglalkozunk.
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Mindeddig csak a longitudinális tágulással foglalkoztunk, a keletkez® részecskéket is valódi 1+1

dimenziós térid®ben terjed®nek képzeltük. A választott 1+ 1 dimenziós megoldásunk a transz-

verzális tágulást nem veszi �gyelembe, mindazonáltal megtehetjük, hogy úgy képzeljük, hogy a

tágulás valódi, 1 + 3 dimenziós térid®ben zajlik le, a longitudinális sebességpro�lt a választott

megoldás írja le, és a rendszer transzverz irányban teljesen homogén. Ekkor is meghatározhat-

juk a rapiditáseloszlást, (4.4) helyett a következ® képlettel:

E
dn

d3p
=

∫ ∞

−∞
dη

mT τf

(2π~)3
ch (λη − y)

ch
λ−2
λ−1 ((λ− 1) η)

exp

{
−mT

Tf
ch (λη − y) ch

λ
λ−1 ((λ− 1) η)

}
. (4.5)

Ebben az összefüggésben a következ® dolgok módosultak (4.4)-hez képest: a kapott mennyiség

a dn
dy

= E dn
dpz

rapiditáseloszlás helyett E dn
d3p

, a teljes, háromdimenziós invariáns impulzuselosz-

lás. A g
2π~ helyett g

(2π~)3 szerepel, továbbá az m0 tömeg helyett most az mT =
√
E2 − p2z =√

m2
0 + p2x + p2y transzverz tömeg jelenik meg. Ahhoz, hogy (4.5)-b®l megkapjuk a rapiditásel-

oszlást, integrálnunk kell a transzverz impulzusra (px-re és py-ra), amit mT -re vett integrállal

írhatunk fel:

E
dn

d3p
=

dn

dy2πmTdmT

⇒ dn

dy
= 2π

∫ ∞

m0

dmT mTE
dn

d3p
. (4.6)

4.2.2. A rapiditáseloszlás közelít® analitikus alakja

A (4.4) ill. a (4.5) és a (4.6) képleteket egyszer¶en kiértékelhetjük numerikus integrálással,

mindazonáltal hasznos, ha legalább egy közelít® analitikus formulát felírunk. Abban a ha-

táresetben, amikor m0

Tf
végtelenhez tart, (4.4) integrandusában az exponenciális tényez® egyre

�élesebb�, Dirac-delta-szer¶ lesz. Ez adja az ún. nyeregponti integrálás ötletét: ha f (x) és

g (x) olyan (sima) függvények, hogy f (x)-nek x = x0-ban éles maximuma van, g (x) pedig

elegend®en lassan változik x0 környékén, akkor a szorzatuk integráljára a következ® közetítést

alkalmazhatjuk: ∫ ∞

−∞
f (x) g (x) dx ' g (x0) f (x0)

√
2πf (x0)

−f ′′ (x0)
. (4.7)

Tulajdonképpen ez az a közelítés, amikor g (x)-et konstans g (x0)-nak, f (x)-et pedig x0 körüli

éles Gauss-görbének gondoljuk, melynek paramétereit az f függvény és deriváltja határozza meg

(ha f -nek tényleg maximuma van, a gyökjel alatt biztosan pozitív szám áll). A közelítés annál

pontosabb, minél inkább hasonlít f (x) egy Dirac-deltára (és határesetben egzakt lesz). Fontos

megjegyezni, hogy ezek a képletek egzakt eredményt adnak Gauss-alakok szorzatának integrál-

jára is, vagyis nem csak és kizárólag éles maximumú függvényekre, hanem Gauss-alakhoz közeli

integrálokra is alkalmazhatóak. Ennek tudatában nem annyira meglep®, hogy (az alább tár-
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gyalt numerikus tapasztalatok alapján) egészen jó közelítést kapunk (4.4)-re, noha pl. pionokra
m0

Tf
' 0.7, azaz semmiképpen sem tart végtelenhez.

A mi esetünkben a következ®képpen közelítjük (4.4)-et:

f (η) ≡ exp

{
−m0

Tf
ch (λη − y) ch

λ
λ−1 ((λ− 1) η)

}
, g (η) ≡ m0τf

2π~
ch (λη − y)

ch
λ−2
λ−1 ((λ− 1) η)

.

Az f függvény η1 maximuma és a nyeregpont-közelítéshez szükséges többi mennyiség a követ-

kez®nek adódik:

η1 =
y

2λ− 1
, f (η1) = exp

{
−m0

Tf
ch

1
α

( y
α

)}
, α ≡ 2λ− 1

λ− 1
, (4.8)

f ′′ (η1)

f (η1)
= −m0

Tf
λ (2λ− 1) ch

1
λ−1

( y
α

)
, g (η1) =

m0τf
2π~

ch
1

λ−1

( y
α

)
. (4.9)

Az α paramétert a kényelem kedvéért vezettük be. Összerakva ezeket a következ®t kapjuk:

dn

dy
= N e

m0
Tf ch

α
2
−1
( y
α

)
exp

{
−m0

Tf
chα

( y
α

)}
, N =

√
2πTf

m0λ (2λ− 1)

m0τf
2π~

e
−m0

Tf . (4.10)

Úgy írtuk fel a képletet, hogy az N normálási tényez® éppen dn
dy

∣∣∣
y=0

, a rapiditáseloszlás y = 0

midrapiditás-beli értéke legyen. Ez tehát a közelít® analitikus képletünk az 1 + 1 dimenziós

esetre érvényes (4.4) integrálra.

A transzverz szabadsági fokokat is �gyelembe vev® (4.5) integrál közelítése hasonló:

E
dn

d3p
=

√
2πTf

mTλ (2λ− 1)

mT τf

(2π~)3
ch

α
2
−1
( y
α

)
exp

{
−mT

Tf
chα

( y
α

)}
.

A dn
dy

kiszámolásához szükséges mT szerinti integrált is egy egyszer¶ közelítést alkalmazva vé-

gezhetjük el. A ∫ ∞

x0

h (x) exp {−βx} dx ' h (x0)

β

közelítés akkor használható, ha x0 � 1
β
, és h (x) simán változik x0 körül. Esetünkben a

h (mT ) = m
3/2
T függvényr®l van szó, és ha Tf � m0, akkor teljesül a közelítés feltétele. (Ez a fel-

tétel ugyanaz, mint a nyeregponti közelítés alkalmazhatóságának feltétele.) Az 1+ 3 dimenziós

esetben végeredményünk tehát:

dn

dy
= N ′e

m0
Tf ch−α

2
−1
( y
α

)
exp

{
−m0

Tf
chα

( y
α

)}
, N ′ =

√
2πm0T 3

f

λ (2λ− 1)

Am0τf

(2π~)3
e
−m0

Tf . (4.11)
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ahol A a folyadékáramlás transzverz kiterjedése. Itt is igaz, hogy N ′ = dn
dy

∣∣∣
y=0

. Eltekintve

eme normálási tényez® különböz®ségét®l, látszik, hogy ez a (4.10) képlethez nagyon hasonló.

Összefoglaló formulánk tehát:

dn

dy
=

dn

dy

∣∣∣
y=0

ch±α
2
−1
( y
α

)
exp

{
−m0

Tf

(
chα

( y
α

)
− 1
)}

, (4.12)

itt tehát a fels® el®jel vonatkozik a tisztán 1 + 1 dimenziós, míg az alsó a háromdimenziós

térbe beágyazott esetre. A λ = 1 Hwa-Bjorken-eset határátmenettel megkapható: ekkor a

rapiditáseloszlás valóban dn
dy

= dn
dy

∣∣∣
y=0

konstans, amint azt el is várjuk. Hasznos továbbá, ha

felírjuk az y = 0-ban vett második derivált segítségével a Gauss-alaknak tekintett eloszlás

�szélességét� is:

∆y2 =
α

m0/Tf ∓ 1/2 + 1/α
, (4.13)

Látszik, hogy ∆y2 = ∞ ha λ = 1, vagy ha λ = 1
2

(
1 +

Tf

2m0∓Tf+Tf

)
, azaz ∆y2 el®jelet válthat λ

változtatásár. A λ = 1 esetben az eloszlás konstans, míg a másik gyök esetében nem az, de csak

másodiknál magasabb deriváltjai nem t¶nnek el y = 0-ban. Ha ∆y2 > 0, akkor az eloszlásnak

y = 0-nál maximuma van, egyébként minimuma. Fenomenológiai szempontból mindenképpen

a ∆y2 > 0 eset a jelent®sebb.

A 4.1. ábrán ezen képletek illusztrációját láthatjuk: kiszámoltam néhány önkényesen vá-

lasztott λ értékre, illetve rögzített λ-ra, a Tf kifagyási h®mérsékletet ill. a keletkez® részecske

típusát (azaz tömegét) variálva kapott 1-re normált rapiditáseloszlásokat. Jól látható, hogy

ilyen tipikus Tf és m0 értékekre és λ > 1-re az analitikus képlet mintegy 10%-os hibával hasz-

nálható. (A λ < 1 eset nem �zikai, lassuló megoldásoknak felelne meg.) A következ®kben

a (4.12) képletet fogjuk alkalmazni néhány (a RHIC gyorsítónál mért) adat leírására. El®tte

azonban ide kívánkozik egy megjegyzés: nem tudjuk pontosan, hogy mennyire változik meg a

kapott képlet (a (4.12) egyenlet) attól, ha másképp választjuk a sebességmez®t, a T h®mérsék-

letet, a kifagyási hiperfelületet, stb5. Kérdés tehát, hogy általános esetben mit mondhatunk

a rapiditáseloszlás és a gyorsulás kapcsolatáról. Az, hogy ha a tágulás longitudinális irány-

ban gyorsuló, azt eredményezi, hogy dn
dy

végesnek adódik (eltér®en a Hwa-Bjorken-megoldásból

adódó konstans, boost-invariáns Bjorken-esett®l), minden bizonnyal általánosabb esetekben is

igaz, nemcsak a most tárgyalt egyszer¶ (és analitikusan végigkövethet®) megoldásra. Ennek in-

doklása a következ® lehet. A Bjorken-esetben a tágulás boost-invariáns, azaz egy y rapiditással

5 Az el®z® fejezetb®l emlékezhetünk, hogy a választott megoldás �ütközésmentes áramlás�, ez alapján azt
gondolnánk, hogy a kiszámolt rapiditáseloszlás egyáltalán nem függ a kifagyási felülett®l. Ennek feltételei itt
azonban nem teljesülnek, mivel egyrészt nem tömegtelen részecskék keletkezését vizsgáljuk, másrészt a pT -re
vonatkozó integrált is elvégezzük.
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4.1. ábra. Normált rapiditáseloszlások a (2.38) alatti 1 + 1 dimenziós megoldásból számolva,
különböz® λ, Tf és m0 értékekre. A vastag vonal a (4.5)�(4.6) egyenletek numerikus integrálá-
sából, a vékony vonal a (4.11) közelít® képletb®l kapható.

mozgó és egy álló meg�gyel® ugyanazt látja, ezért dn
dy

nyilván konstans. Gyorsuló tágulás esetén

ésszer¶ feltételezni, hogy egy mozgó meg�gyel® olyan áramlást lát, amely jobban �széttartó�,

mint amilyet az y = 0-val mozgó (álló) meg�gyel® lát. (Pl. az η = y helyen a folyadékelem

sebessége nagyobb lesz, mint thη, vagyis az η = 0-jú és η = y-ú pont gyorsabban távolodik

egymástól, mint a Bjorken-esetben.) Ilyen esetben tehát a mozgó meg�gyel® rendszerében a

számára nem midrapiditású folyadékelemek jobban �szétszórják� a keletkez® részecskéket, mint

az álló meg�gyel® látja: vagyis összességében kevesebb részecske keletkezik y 6= 0-ban, mint

y = 0-ban, tehát dn
dy
-nak y = 0-ban maximuma lesz. (Egyúttal magyarázatot kapunk a (4.1).

ábrán λ < 1 esetén látható, ezzel ellentétes viselkedésre is: ha a tágulás lassul (ez a helyzet

a λ-megoldásoknál λ ≤ 1 esetben), várható, hogy a rapiditáseloszlásnak nem maximuma, ha-

nem minimuma lesz y = 0-ban.) Ez az egyszer¶ érvelés persze nem egzakt eredmény, csak
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szemléltetése annak, hogy tényleg a kapotthoz hasonló eredményt várhattunk.

4.3. A nehézion-reakciók kezdeti energias¶r¶sége

4.3.1. A Bjorken-becslés

El®ször röviden összefoglaljuk Bjorken eredeti gondolatmenetét [46]. A központi rapidi-

tástartományban felszabadult energiát a részecskék közvetlenül megmért pT transzverz im-

pulzusából számolhatjuk: a transzverz tömeg de�níciója mT =
√
p2T +m2

0, ezzel az energia

E2 = m2
T + p2z lesz, ezt tekintjük a reakciózóna termalizált energiatartalmának.

Válasszunk ki az ütközési zónában létrejöv® (termalizált) anyagból egy vékony szeletet mid-

rapiditásnál! Ez egy vékony hengerhez hasonló, R sugara az ütköz® hadronok vagy nukleonok

sugarával közelíthet®: centrális ütközéseknél R = 1, 18A1/3 fm, ahol A az ütköz® mag tömegszá-

ma, a henger térfogata tehát (R2π)τdη, ahol a magasságot τdη alakba írtuk, itt dη a szeletnek

megfelel® térid®rapiditás-tartomány, τ pedig a meg�gyelés sajátideje. A vizsgált szelet energia-

tartalma dE = 〈mT 〉 dn, ahol dn a részecskék száma, 〈mT 〉 pedig a részecskék átlagos transzverz
tömege. A kezdeti energias¶r¶ség tehát

ε0 =
〈mT 〉

(R2π)τ0

dn

dη0
, (4.14)

itt most speciálisan dη0 a szelet termalizációkor mérhet® szélessége, τ0 pedig a termalizáció

ideje. Bjorken eredeti becslése τ0 ' 1 fm volt, manapság is ezt szokták használni, amikor az

energias¶r¶séget ezzel a módszerrel becslik.

A Bjorken-becslésben a lényeges további specializáció az, ahogyan az η0-t összeköti a kifa-

gyáskori ηf mennyiséggel, illetve ezt a keletkez® részecskék y rapiditásával: a Hwa-Bjorken-féle

gyorsulásmentes boost-invariáns megoldásban egyszer¶en dn
dη0

= dn
dy
, és itt már a meg�gyelt

részecskék dn
dy

végs® rapiditáseloszlása szerepel. Ilyenkor η0 = ηf , azaz dη0 = dηf , ami azt

fejezi ki, hogy a folyadék-szelet nem változtatja η-beli szélességét a tágulás során, valamint a

boost-invariancia miatt szimbolikusan ηf = y-et írhatunk.

A becslés tehát:

ε
(Bj)
0 =

〈mT 〉
(R2π)τ0

dn

dy
. (4.15)

Ennek meghatározásához tehát 〈mT 〉-t és dn
dy
-t kell megmérni. A τ0 = 1 fm/c-re vonatkoz-

tatott értékét hívják Bjorken-becslésnek. A kísérletek általában így számolják ki a létrejöv®

energias¶r¶séget.
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4.2. ábra. Illusztráció a λ-megoldásokra vonatkozó dηf
dη0

faktorhoz: a Bjorken-esetben ez 1, ha a
folyadék gyorsul, a térfogatelem gyorsabban tágul, mint a Hwa-Bjorken-esetben.

4.3.2. A Bjorken-becslés pontosítása a gyorsulás �gyelembevételével

Ha a longitudinális gyorsulás nem nulla, módosítani kell az el®z® gondolatmenetet. Ekkor

írhatjuk, hogy dn
dη0

= dn
dy

∂y
∂ηf

∂ηf
∂η0

. A ∂ηf
∂η0

tényez® azt fejezi ki, hogy a midrapiditás környéki folya-

dékelemek tágulnak η-ban: a mi λ-megoldásunkban erre azt találjuk, hogy ∂ηf
∂η0

=
(

τf
τ0

)λ−1

. (Ezt

úgy láthatjuk be, hogy az A (τ, η) skálázófüggvényt, melynek konstans értékei a trajektóriákat

paraméterezik, két midrapiditás-közeli η értéknél követjük nyomon τf és τ0 között. A (2.43)

egyenlet alapján η ' 0 környékén A = (λ− 1) (τ0/τf )
λ−1 η, ebb®l leolvasható ∂ηf

∂η0
értéke.) A 4.2.

ábra azt illusztrálja, hogy a gyorsulás hogyan befolyásolja ezt a tágulást. A másik tényez®, ∂y
∂ηf

is eltér 1-t®l, ami azt jelenti, hogy az ηf térid®rapiditásnál kifagyó folyadékelemb®l keletke-

zett részecskék nagy része y 6= ηf rapiditásnál jelenik meg. Ezt a faktort (4.8)-ból kaphatjuk:
∂y
∂ηf

= 2λ − 1. (Amit ott η1-ként, azaz adott y-hoz tartozó messze legvalószín¶bb η értékként

kiszámoltunk, annak ez a �zikai értelme).

Ha λ > 1, azaz a tágulás gyorsuló, mindkét tényez® nagyobb, mint 1, amint azt várjuk:
∂ηf
∂η0

valóban azt írja le, hogy a tágulás mennyire tér el a Bjorken-félét®l a gyorsulás miatt, ∂y
∂ηf

pedig arról árulkodik, hogy mennyi munkát végzett a nyomás a rendszeren. Ha tehát λ > 1,

a Bjorken-módszer alulbecsüli a kezdeti ε0 energias¶r¶séget. A pontosabb becslésünk tehát a

következ®:

ε
(c)
0 =

∂ηf
∂η0

∂y

∂ηf
ε
(Bj)
0 =

(
τf
τ0

)λ−1

(2λ− 1) ε
(Bj)
0 . (4.16)

Lássunk egy példát ezen megfontolások gyakorlati alkalmazására! A RHIC gyorsító BRAHMS

kísérlete megmérte dn
dy
-t −3, 5 < y < 3, 5 tartományban. Ebben (mint más hidrodinamikai

modellek tesztelésénél is) csak a −3 < y < 3 tartományt tekintjük, mivel ennél nagyobb rapidi-

tásoknál már a keletkez® részecskék jelent®s része származik az ütköz® magoknak az ütközésben

részt nem vev® részeinek (az ún. spektátoroknak) a fragmentációjából. A 4.3. ábra fels® részén
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4.3. ábra. Fent: BRAHMS dn
dy

adatok [65] illesztése a (4.11) képletünkkel. Lent: az energias¶-
r¶ség Bjorken-becsléshez képesti korrekciója τf/τ0 függvényében.

a BRAHMS kísérlet egyik dn
dy

mérését [65] illesztem a fentebbi (4.11) képletünkkel. Az adatok a

RHIC maximális ütközési energiájára,
√
sNN = 200 GeV-re vonatkoznak, 0−5%-os centralitású

(azaz legcentrálisabb) eseményekre. Mint azt várjuk, λ nagyobbnak adódik 1-nél. Az illesz-

téshez el®re meg kellett adni Tf -et és m0-t: tipikusan pionokról lévén szó, m0 = 140 MeV-et

vettünk. A Tf -et 200 MeV-nek vettük, a következ® okokból. A valódi kifagyási h®mérséklet

sokkal inkább a (rács-QCD-számolások alapján is a fázisátmeneti h®mérsékletnek gondolt, és

a hidrodinamikai modellekben is használt) T0 ' 170 MeV környékén van. A kisimpulzusú

részecskék pT -spektrumát 1
pT

dn
dpT

' e−mT /Teff módon paraméterezve azonban a Teff e�ektív

h®mérsékletre ennél magasabb érték adódik: különböz® fajta részecskék mért spektrumának
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összehasonlításából az derül ki, hogy a Teff = T0 +m0 〈uT 〉2 összefüggés közelít®leg igaz, ahol

〈uT 〉-vel a transzverz tágulási sebesség átlagát jelöltük, m0 pedig (mint eddig is) a vizsgált

részecsketípus tömege. (Ez lényegében a Doppler-e�ektus: az m0 〈uT 〉2 tag azt bizonyítja, hogy
a részecskék táguló t¶zgömbb®l keletkeznek [34, 66].) Pionokra a megmért (és e modell által

〈uT 〉 ' 0, 5-re jól visszaadott) Teff kb. 200 MeV-nek adódik: ezt használva vehetjük �gyelembe

longitudinális modellünkben a transzverz dinamikát.

Ezekkel a paraméterekkel végrehajtva az illesztést az eredmény λ = 1, 18 ± 0, 01-nek adó-

dik. A 4.3. ábra jobb oldalán láthatjuk, hogy a (4.16) képlet alapján hogyan módosul az

energias¶r¶ség-becslésünk a Bjorken-becsléshez képest. Ez utóbbi értéke a vizsgált dn
dy

adatsort

is szolgáltató
√
sNN = 200 GeV-es ütközésekre εBj = 5 GeV/fm3 [6]. A τf/τ0-ra 8 ± 2-t véve

tehát azt kapjuk, hogy a becsült kezdeti energias¶r¶ség εc = (2, 0± 0.1) εBj = 10, 0 ± 0, 5

GeV/fm3. A megadott hiba a λ-illesztés statisztikus hibájának hibaterjedéséb®l adódik, va-

lójában módszerünk szisztematikus hibái ennél jóval nagyobbak. A feltett Tf h®mérsékletet

ésszer¶ határok (pl. 180 MeV és 220 MeV) között változtatva λ-ra 1, 16 − 1, 20 között változó

értékeket kapunk, ez az energias¶r¶ség-becslés bizonytalanságában legalább ±10% hibát okoz,

hasonlóan τf/τ0 ésszer¶ határok közötti változtatása is.

Hasonló korrekciós tényez®t alkalmazhatunk minden centralitás-osztályban. A 4.4. ábra

bal oldalán a BRAHMS kísérlet különböz® centralitásoknál végrehajtott dn
dη

méréseit láthat-

juk. Ahhoz, hogy ezeket illeszthessük, végre kell hajtani a dn
dy

→ dn
dη

transzformációt. Ehhez

mindenképpen kell valami feltevést tenni a transzverz dinamikára. Mi a már említett Buda-

Lund-modell analitikus képleteit használtuk6 [29, 30]: ezek az átlagos transzverz impulzus

enyhe rapiditásfüggését is �gyelembe veszik, és jól illeszthet®k más rapiditásfügg® mérési ada-

tokhoz [18]. (Megjegyezzük, hogy a dn
dη

függvény akkor is �kétcsúcsú� szerkezet¶, ha a megfelel®
dn
dy

rapiditáseloszlásnak y = 0-nál maximuma van; a 4.4. ábrán látott alak tehát nem keverend®

össze a dn
dy

alakjának a 4.1. ábrán λ < 1-re látott nem�zikai lehet®ségeivel.)

6 A mondott transzformáció lényege, mely a hivatkozott [29, 30] cikkekben részletesen megtalálható, a
következ®: az (1.1) képletb®l látszik az összefüggés a kétszer di�erenciális eloszlások között, amib®l közelít®leg
írhatjuk, hogy

E

p

1

pT

dn

dpTdη
=

1

pT

dn

dpTdy
⇒ dn

dη
' p

E

dn

dy
=

pT chη√
m2 + p2T ch

2η

dn

dy
,

ahol E, p, pT a részecskék (akár rapiditásfügg®) átlagos energiája, impulzusa és transzverz impulzusa, és fel-
használtuk az η de�níciójából adódó p = pT chη képletet. pT értékére ' 0, 25 GeV/c adódik, pontos alakja a
Buda-Lund-modellben a következ®:

pT =
Teff

1 + σ2

2 y2
, σ2 =

T0Teff

m2
0

(
∆y2 + T0

m0

) , Teff = T0 +
m0 〈uT 〉2

1 + m0

T0

.

Itt a Teff e�ektív h®mérsékletet kell 200 MeV-nek választanunk, és az illesztés során a rapiditáseloszlás ∆y
szélességét az el®z® illesztési eredmények alapján konstans 3-nak vettem.
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4.4. ábra. Normált BRAHMS dn
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mérési adatok [67] különböz® centralitásokra, a (4.11) kép-
letünkkel illesztve. Az eredmény lényegében ugyanaz, mint a rapiditáseloszlás illesztésénél
(λ ' 1, 18), kevésbé centrális ütközésekre enyhén csökken® λ-val.

A becsléseink közelít® jelleg¶ek. Két dolgot azonban fontos kiemelni. Egyrészt, hogy az

ε0-ra most kapott eredmény konzisztens más kés®bbi mérésekkel, amelyek szintén indirekt mó-

don kapcsolódnak ε0-hoz. Egy példa a PHENIX kísérlet mérése az ütköz®zónából kirepül®

alacsony impulzusú direkt fotonok (azaz olyan fotonok, melyek nem más részecskék, pl. π0

bomlásából származnak) spektrumára [19]. A pT . 1 GeV/c impulzusú fotonok spektruma

exponenciális, ennek csökkenéséb®l a kezdeti h®mérsékletre ' 300 − 600 MeV adódik: ha a

kifagyási energias¶r¶ség ' 1 GeV/fm3, és a h®mérséklet Tf = 170 MeV, akkor ilyen magas

kezdeti h®mérséklet esetén biztos, hogy az energias¶r¶ség nagyobb, mint a Bjorken-becsléssel

kapott 5 GeV/fm3 (még ha κ = 3-nak megfelel® adiabatikus tágulással számolunk is, akkor is

ε ≥ 10GeV/fm3 · (300/170)4). Ez a mérés tehát konzisztens a ε0-ra vonatkozó predikciónkkal.
A másik megjegyzés, hogy minél inkább eltérünk a modellünkt®l, annál nagyobb becsült

energis¶r¶séget kapunk: pl. ha a tágulás nemegyensúlyi folyamatokon keresztül is zajlik, vagy

ha �gyelembe vesszük azt, hogy a valóságban κ biztosan 1-nél jóval nagyobb7. Ez utóbbi ef-

fektust úgy tudnánk valóságh¶en modellezni, ha κ 6= 1-re is találnánk realisztikus, elliptikus

gyorsuló tágulást leíró hidrodinamikai megoldásokat, amib®l kiszámolhatnánk erre az esetre is

az adatokkal összehasonlítható mennyiségeket, pl. dn
dy
-t. Egyel®re ilyen megoldás nem ismert,

mégis megpróbálhatjuk megbecsülni κ 6= 1-re ε0 értékét, a következ® módon (noha ezzel, az

egzakt eredményeket analitikusan �kiterjesztve� olyan területre jutunk, ahol a becslésünket csak

numerikus eredményekkel összevetve ellen®rizhetjük). Néhány általános feltételt megfogalmaz-

7Mint mondani szokták, a κ = 1 állapotegyenlet túl kemény.
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hatunk az energias¶r¶ség becslésére, ezek a következ®k:

(i) Egyrészt a Bjorken-becslés (λ = 1-re) független κ-tól, amit vissza kell kapnunk.

(ii) Másrészt tudjuk (4.16) alapján a κ = 1, λ 6= 1 esetre érvényes becslést: ezt vissza kell, hogy

kapjuk a κ→ 1 határesetben.

(iii) Harmadrészt általánosan jellemz® a p = nT állapotegyenlet¶ egzakt táguló megoldásokra

(is), hogy az energias¶r¶ség ε ∝
(
V0

V

)1+ 1
κ módon csökken bennük (valamilyen jellemz® V térfo-

gat függvényében; ez egyszer¶en az adiabatikus tágulás következménye), és a térfogat a τ egy

hatványával arányos (aszimptotikusan legalábbis). Ez alapján tehát a kezdeti energias¶r¶ség

τf/τ0-tól hatványfüggvény-alakban függ, és a kitev®ben 1
κ
jelenik meg.

(iv) Végül pedig tudhatjuk, hogy (kvark-gluon-plazma és hadrongáz állapotegyenletet és ezek

közti átmenetet feltételez®) numerikus hidrodinamikai szimulációk is alkalmasak dn
dy

leírására

RHIC energiákon (egy példa erre a 2 + 1 dimenziós, tengelyszimmetrikus [68] számolás). Ilyen

esetekben mindenhol a BRAHMS által megadott ε(Bj)
0 Bjorken-becslésnél jóval (az említett hi-

vatkozásban 4-szer ) nagyobb kezdeti energias¶r¶séget tesznek fel. Tehát elmondhatjuk, hogy

κ realisztikusabb (vagyis 1-nél nagyobb) választása (és a transzverz tágulás realisztikusabb

�gyelembevétele) felfele korrigálja ε0 becsült értékét8.

Ezek alapján (mintegy az Occam borotvája-elvet alkalmazva) olyan képletet keresünk, ami

λ 6= 1-re és κ 6= 1-re is vonatkoztatható, és konzisztens az el®z® feltételekkel. A legegyszer¶bb

ilyen választás a következ® becslés:

ε
(κ)
0

ε
(Bj)
0

= (2λ− 1)

(
τf
τ0

)(λ−1)(2− 1
κ)

(4.17)

Ez alapján κ = 3-ra az el®z®ekhez képest még nagyobb korrekció adódik a Bjorken-becsléshez:

a BRAHMS adatok alapján ε0 ' 2, 9 · ε(Bj)
0 ' 14, 5 GeV/fm3 értéket kapunk. Ez T -ben

T0 ' 2Tc ' 340 MeV-nek felel meg, ami szintén összhangban van a PHENIX direkt foton

méréssel (melyet a becslésünknél kés®bb, 2010-ben publikáltak).

4.3.3. A nehézion-reakciók kollektív mozgásának élettartama

Röviden szólunk a longitudinális gyorsulás �gyelembevételének egy másik alkalmazásáról.

Az, hogy a λ paraméter a kísérleti adatok szerint 1-nél nagyobb, nemcsak az energias¶r¶ség

becslését befolyásolja: egy további érdekes mennyiség az, hogy mennyi �id®� (vagyis az η = 0

rapiditású, tehát a longitudinális tágulás szempontjából álló folyadékelemben mérve mennyi saj-

8 Ez abból is kikövetkeztethet®, hogy nagyobb κ-ra adott p-hez nagyobb ε tartozik, így adott nyomásgradi-
ensekhez, azaz adott munkavégzéshez (ami a gyorsulás mértékéb®l leolvasható) nagyobb kezdeti energias¶r¶ség
kell.
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átid®) telik el a termalizációtól kezdve a kifagyásig. Ennek meghatározására a Hwa-Bjorken-féle

hidrodinamikai képben dolgozva Sinyukov és Makhlin adott egy módszert [69], amely összeköti

a kifagyáskor mért mennyiségeket az eltelt τf sajátid®vel és a kétrészecske-korrelációk impul-

zustérbeli �sugarával�:

Rlong =

√
Tf
mT

τf ⇒ τf =

√
mT

Tf
Rlong. (4.18)

Itt mT a mért részecskék (mérhet®) átlagos transzverz tömege, Tf a kifagyási h®mérséklet (amit

modellekb®l kell venni), Rlong pedig a Bose-Einstein-korrelációs függvény (mérhet®) hosszan-

ti sugárparamétere (ennek segítségével a kétrészecske-korrelációs függvény longitudinális ré-

sze C
(
p
(1)
z , p

(2)
z

)
' exp

{
−
(
p
(1)
z − p

(2)
z

)2
R2

long

}
módon írható9). Ebben a számolásban Hwa-

Bjorken-szer¶ gyorsulásmentes tágulást tettek fel. Ha a tágulás gyorsuló, a trajektóriák becsült

közös origója eltolódik a gyorsulásmentes esethez képest. (Ezt pl. [70, 71]-ben is kimutatták).

Midrapiditásnál vizsgálva a λ-megoldásunkat a következ® eredményt kapjuk (széles, de véges

rapiditáseloszlásra, azaz (λ− 1)-ben vezet® rendben):

Rlong =

√
Tf
mT

τf
λ

⇒ τf = λτ
(Bj)
f , (4.19)

ahol τ (Bj)
f -vel jelöltük az eredeti Sinyukov-Makhlin-becslést. Az el®z®ekben látott,

√
sNN =

200 GeV energiájú ütközésekre érvényes λ ' 1, 18 értékb®l tehát az eredeti becsléshez képest

mintegy 18%-os többletet kapunk τf értékére.

∗ ∗ ∗

Az itt vizsgált kísérleti eredmények a RHIC gyorsítótól származnak. Az LHC gyorsítónál

vizsgált nagyobb energiájú (
√
sNN = 0, 9 TeV,

√
sNN = 2, 36 TeV,

√
sNN = 7 TeV) ütkö-

zésekre is megadták már ε0 Bjorken-becsléssel kapott értékét [72]: ε0 ∼ 16 GeV/fm3. En-

nek korrigálására az itteni módszer minden bizonnyal ugyanígy alkalmazható. Az els® LHC

mérési eredmények csak most10 kezdenek megjelenni dn
dy
-ról kell®en nagy y rapiditás� (vagy η

pszeudorapiditás�)tartományon [72]. A sejtés mindazonáltal az volt (és látható is az adatokon),

hogy � mivel nagyobb ütközési energián közelebb vagyunk a Bjorken-féle végtelen energiás,

boost-invariáns határesethez � szélesebbek a rapiditáseloszlások, emiatt kevésbé kell korri-

gálni a Bjorken-megoldáson alapuló becsléseket. Mindazonáltal korrigálni kell: az LHC-nél is

biztosan nagyobb energias¶r¶ség alakul ki, mint a Bjorken-becslés szerinti érték. A tágulási

9 Ez az ún. LCMS koordinátarendszerre igaz, amiben az összimpulzus z-komponense elt¶nik: p(1)z +p
(2)
z = 0.

102012-ben.
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munkavégzést is �gyelembevev® becslésünk alapján tehát azt láthatjuk, hogy már a RHIC-nél

is kialakult olyan energias¶r¶ség, amit eredetileg az LHC-re vártak a Bjorken-becslés alapján.

Az egyre nagyobb ütközési energiákhoz képest másik irányba is elindult a nehézion�zikai

kutatás: miután a RHIC-nék kiderült, hogy a
√
sNN = 200 GeV energia b®ven elég ahhoz, hogy

létrejöjjön a kvark-gluon-plazma, érdekes kísérleti kérdéssé vált, hogy kialakulásához legalább

mekkora energia kell, ill. hogy megtalálható-e a QCD kritikus pontja, ahol az eddig meg�gyelt

(ún. crossover típusú) folytonos átmenet els®rend¶ fázisátalakulásba vált. Ezen kérdések vizs-

gálatához
√
sNN = 200 GeV nukleononkénti energiánál kisebb energiájú ütközések kellenek. (A

RHIC gyorsító programjában szerepel ilyen ütközések vizsgálata: ha a kritikus pont µB = 600

MeV-nél kisebb bariokémiai potenciálnál található, a RHIC esélyes ennek felfedezésére. A né-

metországi FAIR gyorsítót11 speciálisan ilyen vizsgálatokra tervezik: ha a QCD kritikus pontja

a µB > 600 MeV tartományban van, akkor ez a gyorsító találhatja meg azt.)

Az ilyen, alacsonyabb energiájú ütközésekre is elengedhetetlen ε0 kísérleti ismerete, és, mint

láttuk, kisebb ütközési energián (ahol a boost-invariancia egyre rosszabb közelítés) nagyobb

különbség van a Bjorken-becslés és az itt bemutatott, realisztikusabb becslés között. Tehát

módszerünknek az alacsonyabb energiájú ütközések �zikájában is érdekes kísérleti alkalmazásai

lehetnek még.

11A FAIR 2012. márciusi tervek szerint 2018-ban indul.



5. fejezet

Összefoglalás

Ebben a rövid fejezetben el®ször tézispontok formájában összefoglalom a dolgozatban be-

mutatott eredményeket, ezután megemlítek néhány lehetséges jöv®beni kutatási irányt.

5.1. Tézispontok

1. A Hwa-Bjorken-féle hidrodinamikai megoldás általánosításaként megtaláltam az els® olyan,

a nagyenergiás reakciók fenomenológiájához illeszked® relativisztikus hidrodinamikai meg-

oldásosztályt, ahol a termodinamikai mennyiségek és a sebességpro�l a térid®koordináták

explicit és egyszer¶ függvényei, továbbá a sebességpro�l nemelt¶n® gyorsulású. Ilyen tulaj-

donságú megoldások korábban nem voltak ismertek. Mint egy bonyolult csatolt nemlineáris

egyenletrendszer megoldásai, ezek a megoldások önmagukban, matematikai �zikai értelem-

ben is érdekesek. Egyik lehetséges alkalmazásuk a numerikus hidrodinamikai módszerek

tesztelése [50, 51].

2. A relativisztikus kinetikai egyenlet és a hidrodinamikai egyenletek szimultán vizsgálatával

bebizonyítottam, hogy léteznek olyan folyási- és h®mérsékletpro�lok, amelyek egyszerre re-

lativisztikus hidrodinamikai megoldások és a nekik megfelel® fázistérbeli termikus eloszlás-

függvény kielégíti az ütközésmentes Boltzmann-egyenletet. Ezekben az esetekben a folyásban

résztvev® részecskék lokális termikus eloszlása a mikroszkopikus ütközések szerepét®l függet-

lenül fennmaradhat, akár nemelt¶n® gyorsulású kollektív mozgás esetén is. Megtaláltam az

összes ilyen tulajdonságú relativisztikus hidrodinamikai megoldást [58].

3. Az ütközésmentes új megoldások általánosításaként megtaláltam az els® gömbszimmetrikus-

nál általánosabb szimmetriájú és forgó egzakt relativisztikus hidrodinamikai megoldásokat.

További realisztikus egzakt megoldásokat tartalmazó osztályt is találtam, amely alkalmas

73
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véges térbeli kiterjedés¶ rendszerek leírására. A forgó áramlási pro�lok azért is jelent®sek,

mert a nemcentrális nehézion-ütközésekben a keletkezett anyagnak nemzérus impulzusmo-

mentuma van, és az általam talált megoldások az ilyen t¶zgolyó tágulásának leírására, az

impakt paraméter szerepének analitikus vizsgálatára lehetnek használhatóak [58].

4. A RHIC
√
sNN = 200 GeV tömegközépponti energiájú arany-arany ütközéseiben a longitu-

dinális (nyalábirányú) kollektív folyási képet az egyik újonnan talált, paraméteres gyorsuló

megoldással modellezve numerikusan is és analitikus közelít® formulával is kiszámítottam a

reakcióban keletkez® töltött hadronok rapiditás� és pszeudorapiditás-eloszlását. A BRAHMS

együttm¶ködés által megmért kísérleti adatsorokkal való összehasonlításból megállapítot-

tam, hogy ez az egyszer¶ modell jól illeszthet® a mért adatokhoz: a gyorsulás �gyelembe-

vétele teszi lehet®vé az eloszlás véges szélességének leírását. Az illesztéssel meghatároztam

a longitudinális gyorsulás paraméterét, és ezen eredmény alkalmazásaként továbbfejlesztet-

tem és lényegesen pontosítottam a nehézion-reakciók kezdeti energias¶r¶ségének becslését.

A folyás gyorsuló voltát (azaz a gyorsulás közben végzett munkát) is �gyelembe vev® új

becsléssel a RHIC gyorsító maximális,
√
sNN = 200 GeV energiájú Au+Au ütközéseire (a

Bjorken-becsléssel kapott 5 GeV/fm3 helyett) ε = 10 ± 0.5 GeV/fm3 értéket kaptam. Egy

általánosabb állapotegyenletekre vonatkozó sejtéssel ehhez a becsléshez képesti további más-

félszeres növekményt kaptam a kezdeti energias¶r¶ségre [50, 51].

5.2. Kitekintés

Az egzakt megoldások keresése izgalmas elméleti munka; számtalan módon való próbálkozás

volt szükséges a dolgozatban leírt eredmények eléréséhez. Itt csak azokat hoztam el®, amelyek

sikeresnek bizonyultak. A dolgozatban kifejtett megoldásosztályok sok szempontból lezártnak

tekinthet®k. A továbbiakban azonban érdekes lenne pl. olyan egzakt megoldásokat találni a

relativisztikus hidrodinamika egyenleteire, amelyek általánosabb, ellipszoidális szimmetriájúak,

hiszen ezek illeszkednének legjobban egy nehézion-ütközés geometriájához. Fontos lenne más,

általánosabb állapotegyenleteket is vizsgálni.

A kezdeti energias¶r¶ség ismerete fontos a reakciókból kapott kísérleti adatok elméleti ér-

telmezése szempontjából, ahhoz, hogy a mérési pontokat el tudjuk helyezni a h®mérséklet-

barions¶r¶ség diagramon. Az erre kapott (2008-ból származó) eredmények összhangban vannak

a PHENIX kísérlet 2010-ben publikált mérésével, amely az arany-arany ütközésekben kialakuló

kvark-gluon-plazma h®mérsékletét a direkt fotonok spektrumából határozza meg, és azt mu-

tatják, hogy már a RHIC gyorsító energiáin kb. 15 GeV/fm3 kezdeti energias¶r¶séget, amelyet

eredetileg az LHC-re vártak. A RHIC-re vonatkozóan pedig meger®síthetjük a Bjorken-féle
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becsléssel kapott adatra alapozott következtetést: a kialakuló energias¶r¶ség messze a fázisát-

alakulás kritikus értékének tekintett kb. 1 GeV/fm3 érték felett van.

Röviden megemlítek néhány, a közölt eredmények publikálása óta, vagy azokkal egyidej¶leg

megjelent újdonságot. Érdekes fejl®dés ment végbe az 1+1 dimenziós áramlások tanulmányo-

zása terén: sikerült olyan módszert találni, amivel analitikusan interpolálni lehet a Landau�

és a Bjorken-féle hidrodinamikai kép között [73]. A módszer további általánosításaként sike-

rült a Landau-Khalatnikov-megoldást (implicit formában) az állapotegyenletek egy szélesebb

osztályára kiterjeszteni, és az 1+1 dimenziós tágulás során az entrópiaprodukcióra általános

összefüggéseket felírni [74]. A [75] munka egy félanalitikus leírását adja a longitudinális dina-

mikának: egy együttmozgó koordinátarendszerben többféle egzakt megoldást ír fel; a módszer

hátulüt®je, hogy több dimenzióban nehézkesen m¶ködik, és még egy dimenzióban is a használt

speciális koordinátarendszerre való áttérés nagyon bonyolult. Említést érdemel még a Bjorken-

megoldás konform szimmetriájú transzverz síkbeli dinamikával való kiterjesztése [76] is.

Érdekl®désre tartanak tehát számot a numerikus hidrodinamikai modellezés mellett az ana-

litikus eredmények is. A végs® cél mindenesetre mindkét esetben a szemünk el®tt lebeg: megta-

lálni az adatok leírására megbízhatóan használható, minden szempontból kielégít® hidrodinami-

kai modellt a nagyenergiás nehézion-reakciók id®fejl®désére. Az, hogy ez egyáltalán lehetséges,

nem magától értet®d®, és ezen alapul a paradigmaváltás, melynek következtében ma már nem

kvark-gluon-plazma gázról, hanem inkább tökéletes kvarkfolyadékról beszélünk. A modellek

további �nomításától a kezdeti feltételek és az ütközésekben keletkezett anyag állapotegyen-

letének és egyéb jellemz®inek egyre pontosabb megismerését várhatjuk. Ebbe a folyamatba

illeszkednek az ebben a dolgozatban leírt eredmények is.
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A. függelék

Kiegészítések az egzakt relativisztikus

megoldásokhoz

A.1. A λ-megoldások

A 2.3. szakaszban láttuk az új, ebben a dolgozatban λ-megoldásoknak nevezett hidrodina-

mikai megoldásokat: a sebességmez®t és a nyomást a (2.38) egyenletek adják meg, a megoldás

csak akkor érvényes, ha λ állandó, és λ, κ, D és az ott bevezetett Φλ paraméter a 2.1 táb-

lázatban található értékeknek felelnek meg. Ebben a szakaszban egyfajta unicitás-bizonyítást

láthatunk erre a megoldásosztályra, a f®szövegben nem említett általánosabb esetben is. Konk-

rétan azt látjuk be, hogy ha (mint eddig is) ε = κp állapotegyenletet teszünk fel, és feltesszük,

hogy a sebességmez® gömbszimmetrikus és v = thΩ, Ω = λ (τ) η alakú, akkor ebben az általá-

nosabb osztályban is a 2.3. szakaszban megadottak az egyedüli megoldások (azaz τ -függ® λ-t

megengedve sem kaphatunk új megoldásokat).

Rindler-koordinátákban dolgozunk, a hidrodinamikai egyenletek (2.5)�(2.6) alatti formáját

használhatjuk, melyek a v sebesség és a p nyomás helyett az ott bevezetett Ω ésQmennyiségekre

vonatkoznak, ahol v = thΩ, Q = 1
κ+1

ln p
p0
. A τ helyett kényelmes a ζ = ln (τ/τ0) változót

használni. Az Ω (τ, η) = λ (ζ) η feltevést behelyettesítve a következ®re jutunk:

ch ((λ− 1) η)

(
∂λ

∂ζ
η +

∂Q

∂η

)
+ sh ((λ− 1) η)

(
λ+

∂Q

∂ζ

)
= 0, (A.1)

ch ((λ− 1) η)

(
λ+ κ

∂Q

∂ζ

)
+ sh ((λ− 1) η)

(
∂λ

∂ζ
η + κ

∂Q

∂η

)
+
D − 1

shη
sh (λη) = 0. (A.2)

Feltesszük, hogy a keresett hidrodinamikai megoldás olyan, hogy η = 0 körül a Q mennyiség

sorbafejthet® η szerint. Megvizsgáljuk az el®z® egyenletek η-ban negyedrend¶ sorát. Q-t így

76
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írjuk1:

Q (ζ, η) = A (ζ) +
C (ζ)

2
η2 +

G (ζ)

4
η4 + . . . (A.3)

A ζ argumentumot innent®l nem írom ki, a vessz® ζ szerinti deriváltat jelöl, és a β ≡ λ − 1

jelölést használom. Az (A.1)-et η-ban harmadrendig, (A.2)-t η-ban negyedrendig fejtünk sorba2,

ez elég lesz: tovább is mehetnénk, de ezekb®l már elég követelmény származik, ami a lehetséges

megoldásokat korlátozza, és ha ezeket konkrétan megtaláljuk, akkor már a sorfejtés további

tagjaiból adódó egyenletek is nyilván teljesülni fognak.

Abból a követelményb®l, hogy az η-ban különböz® fokú tagok egyenként is kielégítsék az

el®z® egyenleteinket, öt feltételt kapunk az ismeretlen β, A, C és G függvényekre:

κA′ +D (β + 1) = 0, (A.4)

β′ + C + β (β + 1 + A′) = 0, (A.5)

G+ (β′ + C)
β2

2
+
β

2
C ′ +

β3

6
(β + 1 + A′) = 0, (A.6)

β2

2
(β + 1 + κA′) + β (β′ + κC) +

κ

2
C ′ +

D − 1

6
β (β + 1) (β + 2) = 0, (A.7)

β4

24
(β + 1 + κA′) +

β3

6
(β′ + κC) +

κ

4
G′ + κβG+

κ

4
β2C ′ +

D − 1

360
β (β + 1) (β + 2)

(
3β2 + 6β − 4

)
= 0. (A.8)

A következ® átalakításoknak csak a lényegét írom le. A β = 0 esetnek az ismert Hwa-Bjorken-

Hubble-megoldás felel meg. Egyéb esetben feltesszük, hogy β 6= 0, és β-val mindenhol egyszer¶-

sítünk. Az (A.4)-b®l, (A.5)-b®l és (A.7)-b®l kapjuk a β-ra vonatkozó (A.9) egyenletet, továbbá

az (A.4)�(A.8)-ból, kiejtve el®bb A′-t, majd C-t, C ′-t és végül G-t, kaphatjuk a szintén csak

β-t tartalmazó (A.10) egyenletet:

κ

2
β′′ + (κ− 1) β2 (β + 1) +

κ− 1

2
(4β + 1) β′ =

D − 1

3
β (β + 1) (2β + 1) +

D − 1

2
(2β + 1) β′, (A.9)

1 Az η-ban páratlan rend¶ tagokat egyb®l elhagytam, (A.1)-b®l egyszer¶en belátható, hogy el kell t¶nniük.
2 Az egyik Taylor-sor, amit használnunk kell, a következ®:

sh (λη)

shη
= λ+

1

6
λ
(
λ2 − 1

)
η2 +

λ
(
λ2 − 1

) (
3λ2 − 7

)
360

η4 +O
(
η6
)
.
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(κ− 1)

{
ββ′′

4
+
β′2

2
+
ββ′

2
+

4

3
β2β′ +

β3

3
(β + 1)

}
=

=
D − 1

90
(β + 1) (2β + 1)

(
15β′ + 6β2 + 6β − 2

)
. (A.10)

Ha κ = D = 1, az általános megoldást felírtuk a 2.4. szakaszban, ezért ezt az esetet most nem

részletezem. (A κ = D = 1 esetben az el®z® egyenletek annyit adnak, hogy β′′ = 0; a konstans

β esetén túl lehetséges egy nem túl érdekes β = Kζ+K ′ megoldás is.) Egyéb esetekben viszont

beláthatjuk, hogy β-nak ζ-ban konstansnak kell lennie. Az (A.9), (A.10) egyenleteket a κ = 1,

D > 1 esetben vizsgálva a

β′′ =
D − 1

3
(2β + 1)

(
2β2 + 2β + 3β′) , 15β′ + 6β2 + 6β − 2 = 0 (A.11)

egyenleteket kapjuk3. A második egyenlet deriváltjából β′′-t kifejezve és az els® egyenletbe he-

lyettesítve, és ezt összehasonlítva a második egyenlettel egyszer¶en látható, hogy β-ra algebrai

egyenlet adódik, vagyis β mindenképpen konstans. Akkor is ez derül ki, ha κ 6= 1, ebben az

esetben a számolás kicsit hosszadalmasabb, de a f® lépések hasonlóak, mint az el®bb: (A.9)-

b®l β′′-t be kell helyettesíteni (A.10)-be, ekkor egy másodfokú egyenlet adódik β′-re, amib®l

kifejezhet® β′, mint β függvénye. Ebb®l deriválással kaphatunk egy kifejezést β′′-re csak β függ-

vényeként, amit összehasonlítva (A.9)-cel (miután ott is behelyettesítettük β′-t β-val kifejezve),

kiderül, hogy β-ra mindenképpen egy algebrai egyenletet kapunk.

Arra következtethetünk tehát, hogy csak a konstans β esetek érdekesek. Ekkor (A.9)-b®l és

(A.10)-b®l ezek az algebrai egyenletek maradnak4:

D − 1

3
(2β + 1)− (κ− 1) β = 0, (κ− 1)

β3

3
=
D − 1

45
(2β + 1)

(
3β2 + 3β − 1

)
. (A.12)

Most már egyszer¶en kiderül, hogy öt eset lehetséges. Mindegyiknél le kell még persze ellen-

®rizni, hogy valóban megoldást kapunk (tehát a teljes hidrodinamikai egyenletekre, nemcsak az

itt vizsgált sorfejtésükre). Kiderül, hogy valóban így van, és a Q-ra vonatkozó egyenlet minden

esetben egyszer¶ egyenlet lesz, amit könny¶ megoldani. A lehet®ségek tehát:

1. A β = 0, azaz λ = 1 eset minden D-re és κ-ra megoldás: ez a a 2.1 táblázatban is látható

(d. eset).

2. A κ = D = 1 esetben minden β megoldás. Ennek felel meg a 2.1 táblázat e. sora.

3 Annak belátása során, hogy β konstans, mindenhol egyszer¶sítünk β deriváltjait nem tartalmazó ténye-
z®kkel; ha ilyenek nullák lennének, az egyb®l azt jelentené, hogy β algebrai egyenletet elégít ki, tehát konstans.

4 β+1-gyel egyszer¶síthetünk, a β+1 = λ = 0 eset álló folyadéknak felelne meg. β-val is egyszer¶síthetünk,
mert a β = 0 esetet már számításba vettük, ez a Hwa-Bjorken-Hubble-megoldás.
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3. A κ = 1, D 6= 1 esetben láthatóan a β = −1/2 megoldás lehetséges (a táblázat �b.� sora).

4. Ha κ 6= 1, akkor az els® egyenletet a másodikba helyettesítve β-ra másodfokú egyenletet

kapunk. Ennek két megoldása β = 1 és β = 1/2, Az els® egyenletb®l látszik, hogy a β = 1

(azaz λ = 2 ) eset akkor lehetséges, ha κ = D. (Ez ugye az ultrarelativisztikus ideális

gáz állapotegyenlete.) Ezt a megoldást találtuk meg a 2.2. szakaszban, a 2.3. szakaszban

pedig a 2.1 táblázat a. sorában hivatkoztunk rá.

5. Végül lehetséges a β = 1/2, azaz λ = 3/2 eset, ekkor κ = 4D−1
3

kell, hogy legyen. Ez a 2.1

táblázatban a c. sorban szerepel.

A.2. A λ-megoldások fénykúpon kívüli analógjai

Ebben a szakaszban röviden levezetjük az el®z® szakaszban látott megoldásokhoz algeb-

railag némileg hasonló, a fénykúpon kívül érvényes megoldásokat. A fénykúpon kívül a τ̃ , η̃

koordinátákat a (2.39) egyenletben vezettük be:

t = τ̃shη̃, r = τ̃chη̃ ⇒ ∂

∂t
= −shη̃

∂

∂τ̃
+

chη̃

τ̃

∂

∂η̃
,

∂

∂r
= chη̃

∂

∂τ̃
− shη̃

τ̃

∂

∂η̃
. (A.13)

Hasonlóan, mint az el®z® szakaszban, most is gömbszimmetrikus, és v = thΩ, Ω = λη̃ mó-

don paraméterezett sebességmez®vel próbálkozunk, konstans λ-val. Az Euler-egyenletb®l és az

energiamegmaradási egyenletb®l kapott, fénykúpon belül érvényes (A.1) és (A.2) egyenletek

megfelel®i a következ®k (a ζ = ln τ̃ /τ̃0 jelöléssel):

sh ((λ− 1) η̃)
∂Q

∂η̃
+ ch ((λ− 1) η̃)

(
λ+

∂Q

∂ζ

)
= 0, (A.14)

sh ((λ− 1) η̃)

(
λ+ κ

∂Q

∂ζ

)
+ κch ((λ− 1) η̃)

∂Q

∂η̃
+
D − 1

chη̃
sh (λη̃) = 0. (A.15)

Ha λ = 1, akkor egyszer¶en megtalálhatjuk az egyenletek megoldását:

∂Q

∂ζ
= −1,

∂Q

∂η̃
= −D − 1

κ
thη̃, ⇒ Q = −ζ − D − 1

κ
ln chη̃. (A.16)

Az itt feltett v = thη̃ = t
r
sebességmez® és az (A.16) kifejezéssel megadott Q-ból visszaszámolt

p nyomás az a megoldás, amit a 2.3.2. szakasz (2.40) egyenletében a Hwa-Bjorken-Hubble-

megoldás fénykúpon kívüli analógjaként írtunk le. Fontos megjegyezni, hogy Minkowski-ko-

ordinátákban kifejezve sem a sebességmez®, sem a nyomás nem ugyanolyan alakú, mint a

fénykúpon belüli esetben.
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A λ 6= 1 esetben ugyanúgy járhatunk el, mint az el®z® szakaszban: sorbafejtünk az η̃ =

0 vonal körül. (Ez a vonal itt egy kitüntetett rendszerben az origóval egyidej¶ események

halmaza.) A Q kifejezése a következ®:

Q (ζ, η̃) = Ã (ζ) + B̃ (ζ) η̃ +
C̃ (ζ)

2
η̃2 +

F̃ (ζ)

3
η̃3 +

G̃ (ζ)

4
η̃4 + . . . . (A.17)

Az el®z® szakasz gondolatmenetéhez hasonlóan (A.14)-et sorbafejtjük η̃-ban negyedrendig, (A.15)-

öt pedig harmadrendig. (Itt is kiderül, hogy elég idáig menni a sorfejtésben, ez már elegend®

követelményt ad.) Könnyen kiderül, hogy B̃ (ζ) és F̃ (ζ) azonosan elt¶nik, a többi feltétel pedig

a következ® (újra a kényelmes β = λ− 1 jelölést használva):

β + 1 + A′ = 0, (A.18)

βC +
β2

2
(β + 1 + A′) +

C ′

2
= 0, (A.19)

β (β + 1 + κA′) + κC + (D − 1) (β + 1) = 0. (A.20)

βG+
β3

6
C + (β + 1 + A′)

β4

24
+
β2

4
C ′ +

G′

4
= 0, (A.21)

β3

6
(β + 1 + κA′) +

κ

2
βC ′ + κG+

β2

2
C +

D − 1

6
(β + 1)

(
β2 + 2β − 2

)
= 0. (A.22)

Mármost az (A.18)-at (A.20)-ba írva látszik, hogy C mindenképp konstans, ami alapján (A.19)-

b®l és (A.18)-ból β 6= 0 esetben C = 0 is következik, amivel, ha β 6= 0 és β 6= −1, (A.20) a

(κ− 1) β = (D − 1) (A.23)

feltételt adja. Kihasználva, hogy C = 0, (A.21)-b®l és (A.22)-b®l, G kifejezésével pedig az a

feltétel adódik, hogy
D − 1

3κ

(
β2 − 1

)
= 0. (A.24)

Ez a két egyenlet már megszorítja a lehetséges megoldásokat. Két lehet®ség marad: vagy β = 1

és κ = D, vagy D = κ = 1, és β tetsz®leges.

A β = 1 (azaz λ = 2) eset pedig nem más, mint a (2.30) megoldás fénykúpon kívüli analógja,

melynek alakja most (A.14)-b®l és (A.15)-b®l is megkapható:

v = th2η̃, Q = −2z ⇔ v =
2tr

t2 + r2
, p = p0

(
τ̃0
τ̃

)2(κ+1)

. (A.25)

A λ = 1 esett®l eltér®en ebben a λ = 2 esetben v és p kifejezése Minkowski-koordinátákban
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ugyanaz a fénykúpon belül és kívül: mivel magát a megoldást el®ször Minkowski-koordinátákban

írtuk fel mindkét tartományban értelmes formában, nyilvánvaló, hogy itt is megkaptuk ezt.

Az az eset, amikor λ tetsz®leges, de D = κ = 1, a már látott általános λ-ra érvényes

egydimenziós megoldás (a 2.3.1. szakaszban lév® felsorolásban az e. eset) fénykúpon kívüli

megfelel®je:

v = thλη̃, Q = −λz ⇒ p = p0

(
τ̃0
τ̃

)2λ

. (A.26)

Ezeket az eredményeket a 2.3.2. szakaszban foglaltam össze.

A.3. A gömbszimmetrikus Khalatnikov-egyenlet

A.3.1. A (2.30) megoldás levezetése

A 2.1.3. szakasz szerint a gömbszimmetrikus, (1.7) állapotegyenlet¶ relativisztikus hidrodi-

namikai megoldások a (2.26) egyenletb®l kaphatók. Ez alapján gyakorlatilag egyértelm¶en le

lehet vezetni a 2.2. szakaszban leírt új megoldást egy egyszer¶ követelményb®l. A már koráb-

ban is ismert, az 1.5. szakaszban említett és az ütközésmentességgel foglakozó 3.3. szakaszban

a (3.14) egyenlettel felírt gömbszimmetrikus nemrelativisztikus megoldásra igaz a következ®:

elvileg bármilyen D dimenziószámú térben érvényes, és ha κ = D/2, (ami nemrelativisztikus

ideális gázra vonatkozna), akkor a v sebességmez® és a T h®mérséklet is pontosan ugyanolyan

alakú minden D esetén. Relativisztikus esetben a κ = D választás a természetes: megpró-

bálhatunk tehát olyan U függvényt találni, ami (2.26)-ot minden D-re kielégíti, ha κ = D.

Behelyettesítés után látható, hogy ezzel a feltevéssel (2.26) két egyenletre esik szét:

(ha ∀ D = κ− ra U ugyanaz) , (κ− 1)
Ü U̇2 + U ′′U ′2 − 2U ′U̇ U̇ ′

U̇2 − U ′2
= U ′′+

D − 1

r
U ′− Ü ⇒

⇒ Ü U̇2 + U ′′U ′2 − 2U ′U̇ U̇ ′

U̇2 − U ′2
− U ′

r
= 0 , U ′′ − Ü = 0. (A.27)

A második egyenletb®l rögtön látszik, hogy U egy kifutó és egy befutó �sugárirányú síkhullám�

összege (nem gömbhullám, hiszen minden D-re ilyen, távolsággal nem lecseng® alakú):

U (t, r) = f (t+ r) + g (t− r) = f (a) + g (b) ⇒ v = −U
′

U̇
=
g′ − f ′

g′ + f ′ =

1
f ′ − 1

g′

1
f ′ +

1
g′

. (A.28)

Ebben az A.3. szakaszban innent®l az a ≡ t + r és b ≡ t − r jelölést használom, és f és g

saját argumentumai szerinti deriváltjait jelölöm vessz®vel (nem lesz összekeverhet® az r szerinti
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deriválással). Az itt még tetsz®leges f és g függvényeket (A.27) els® egyenlete szorítja meg.

Behelyettesítve, kis átalakítással azt kapjuk, hogy

(f ′′ + g′′) (f ′2 + g′2)− (f ′2 − g′2) (f ′′ − g′′)

2f ′g′
= 2

f ′ − g′

a− b
⇒ a− b

2

(
f ′′

f ′2 +
g′′

g′2

)
=

1

g′
− 1

f ′ .

Látszik, hogy érdemes áttérni az F ≡ 1
f ′ és G ≡ 1

g′
függvényekre, amivel a feltételünk

(a− b) (F ′ +G′) = 2 (F −G) ⇒ (aF ′ − 2F )− (bG′ − 2G) = bF ′ − aG′ (A.29)

alakú. Mivel a bal oldal egy a� és egy b-függ® tag összege, a jobb oldalnak is ilyennek kell

lennie. Ez alapján F ′ a-nak, G′ pedig b-nek lineáris függvénye kell, hogy legyen. Levonhatjuk

tehát a következtetést, hogy

F ′ = 2Ka+γ1, G′ = 2Kb+γ2, ⇒ F (a) = Ka2+γ1a+ρ1, G (b) = Kb2+γ2b+ρ2, (A.30)

de visszahelyettesítve (A.29)-be kiderül, hogy γ1 = γ2 ≡ γ, ρ1 = ρ2 ≡ ρ kell, hogy teljesüljön.

Az (A.28) egyenletb®l így felírhatjuk a sebességet:

v =
K (a2 − b2) + γ (a− b)

K (a2 + b2) + γ (a+ b) + 2ρ
=

2Ktr + γr

K (t2 + r2) + γt+ ρ
. (A.31)

Két értelmes lehet®ség van: ha K = 0 és γ 6= 0, akkor a t koordináta eltolásával, azaz a

t → t − ρ
γ
helyettesítéssel v a Hubble-típusú sebességmez® lesz. Ha K 6= 0, akkor korábban

ismeretlen megoldást kapunk: ezt a t→ t− γ
2K

helyettesítéssel tudjuk �standard� alakra hozni.

Mindkét esetben könnyen meghatározhatjuk az Ȧ + vA′ = 0 egyenletet kielégít® A függvényt.

Tehát csak a következ® két megoldásra igaz, hogy minden D-re κ = D esetben érvényes:

v =
r

t
, A =

r

t
, ill. v =

2tr

t2 + r2 + ρ
, A =

r

t2 − r2 + ρ
. (A.32)

Ez utóbbi megoldás új eredmény, a 2.2. szakaszban a ρ = 0 esetet vizsgáltuk (ez a 2.3. szakasz-

ban látott λ = 2 eset). A ρ 6= 0 eset pedig a 3. fejezetben került el®, mint az ütközésmentes

hidrodinamikai megoldások legáltalánosabb gyorsuló gömbszimmetrikus példája.
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A.3.2. A (2.26) egyenlet (2.27) szerinti általánosítása

A 2.1.3. szakaszban megállapítottuk, hogy (2.26) helyett elég lehet a (2.27) egyenletet meg-

oldani, ha csak a v sebességmez®t szereténk megtalálni. Ez utóbbi egyenlet ilyen alakú volt:

(κ− 1)
Ü U̇2 + U ′′U ′2 − 2U ′U̇ U̇ ′

U̇2 − U ′2
+ Ü − U ′′ − D − 1

r
U ′ = −φ (U)

(
U̇2 − U ′2

)
. (A.33)

Az el®z® gondolatmenetet erre az egyenletre is elvégezhetjük: kérdés, létezik-e olyan v sebesség-

mez®j¶ hidrodinamikai megoldás, ami minden D dimenzióban ugyanolyan, ha κ = D. Ehhez

elég olyan U -t keresünk, ami ugyan nem feltétlenül minden D-re megoldása (2.26)-nak, de min-

den D-re létezik φD (U), amire U megoldása (2.27)-nek. Az derül ki, hogy így is lényegében

az el®z® megoldáshoz jutunk el. Ennek belátása kicsit hosszadalmasabb, a f®bb lépéseket írom

csak le. Adott D-re, κ = D-t beírva a (2.27) egyenlet így alakul:

(D − 1)

(
Ü U̇2 + U ′′U ′2 − 2U ′U̇ U̇ ′

U̇2 − U ′2
− U ′

r

)
+ Ü − U ′′ = φD (U)

(
U̇2 − U ′2

)
. (A.34)

Két különböz® D1 és D2 dimenziószámot kombinálva könnyen látható, hogy ez csak akkor

teljesülhet, ha találhatunk olyan χ (U) és ψ (U) függvényeket, amikre

Ü U̇2 + U ′′U ′2 − 2U ′U̇ U̇ ′

U̇2 − U ′2
− U ′

r
= χ (U)

(
U̇2 − U ′2

)
, Ü − U ′′ = ψ (U)

(
U̇2 − U ′2

)
. (A.35)

A második egyenletr®l belátható, hogy azzal egyenérték¶, hogy léteznie kell U egy olyan Ũ

függvényének, amire ¨̃U − Ũ ′′ = 0. Erre az Ũ -ra áttérve, (Ũ -t átjelölve U -nak) az els® feltétel

lényegében nem változik, csupán esetleg egy másik χ̃ (U) jelenik meg. Ott tartunk tehát, hogy

ahhoz, hogy v (r) minden D-re ugyanaz legyen, a következ® egyenleteket kielégít® U függvény

kell találnunk, ahol χ̃ (U) tetsz®leges:

Ü U̇2 + U ′′U ′2 − 2U ′U̇ U̇ ′

U̇2 − U ′2
− U ′

r
= −χ̃ (U)

(
U̇2 − U ′2

)
, Ü − U ′′ = 0. (A.36)

A második feltétel megint sugárirányú síkhullámot ad (az el®z® szakaszhoz hasonlóan), amelyet

visszahelyettesíthetünk az els® feltételbe. Rögtön az el®z® szakaszban látott kényelmes jelölé-

seket használom (F (a) és G (b) egyváltozós függvények, a = t+ r, b = t− r, a vessz® pedig az

egyváltozós függvények argumentumai szerinti deriváltat jelölik):

U =

∫
da

F
+

∫
db

G
⇒ v =

F −G

F +G
, F ′ +G′ − 2 (F −G)

a− b
= χ̃

(∫
da

F
+

∫
db

G

)
. (A.37)
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A χ̃ függvény tetsz®leges, mégis kaphatunk egy szükséges feltételt arra, hogy ez utóbbi össze-

függés fennállhasson. Ha a illetve b szerint deriváljuk mindkét oldalt, akkor χ̃ deriváltjára két

kifejezést is kapunk, melyeknek konzisztenseknek kell lenniük. Ez már csak F -re és G-re jelent

feltételt, ami egyúttal elégséges is: ha ezt teljesítik, a χ̃ argumentumának és az ®rá vonatkozó

el®z® egyenlet bal oldalának ugyanazok a szintvonalai, tehát biztosan létezik egy megfelel® χ̃

függvény, ami összekapcsolja ®ket. A mondott feltételt a következ®képpen írhatjuk:

F
∂

∂a

{
F ′ +G′ − 2

F −G

a− b

}
= χ̃′

(∫
da

F
+

∫
db

G

)
= G

∂

∂b

{
F ′ +G′ − 2

F −G

a− b

}
, (A.38)

amib®l a csak F -et és G-t tartalmazó egyenlet:

(a− b)2 FF ′′ − 2 (a− b)FF ′ + 2F 2 = (a− b)2GG′′ + 2 (a− b)GG′ + 2G2. (A.39)

Ennek részletes vizsgálatát nem vezetem itt végig. A módszer lényege, hogy mivel F és G

egyváltozós függvények, csak jól meghatározott függés lehetséges (hasonlóan, mint az el®z®

szakaszban az (A.29) egyenletnél láttuk). F 2 és G2 egyforma alakú negyedfokú polinomnak

(azaz argumentumaik ugyanolyan alakú polinomjának) adódik. Ezen polinom együtthatóira

különböz® megszorítások lesznek érvényesek, melyek arra vezetnek, hogy F és G mindenképpen

vagy els®�, vagy másodfokú polinom lesz. Végigszámolva a lehetséges eseteket kiderül, hogy

ezekb®l (A.37) alapján kifejezve a sebességet végül is mindenképpen az (A.32) megoldások

valamelyike adódik. Az ebben a szakaszban megvizsgált feltevéssel tehát nem jutunk érdekes

új megoldásra. (Úgy t¶nik, hogy a talált egyszer¶ megoldások ebben az értelemben egyediek.)

A.3.3. A Landau-Khalatnikov-megoldás

A teljesség kedvéért röviden ismertetem a (2.26) egyenlet els® ismert megoldási módsze-

rét, a ma Landau-Khalatnikov-megoldásként ismert megoldáshoz elvezet® gondolatmenet [24].

Most a fénykúpváltozókat a és b helyett x± = t ± r módon jelölöm. A (2.26) egyenletetben

látható U potenciálfüggvényr®l könnyen belátható, hogy ha az x± fénykúpváltozókkal fejez-

zük ki, akkor ξ± ≡ ∂x±U = 1
2
Te∓Ω, ahol szokásosan v = thΩ, és bevezettük az új ξ± jelö-

lést. Az U (x+, x−) függvényr®l tehát Legendre-transzformációval áttérhetünk a χ (ξ+, ξ−) ún.

Khalatnikov-potenciálra:

χ
(
ξ+, ξ−

)
≡ U

(
x+, x−

)
− x+ξ+ − x−ξ−,

∂χ

∂ξ±
= x±. (A.40)
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ξ± helyett újra használhatjuk az Ω és a már látott Q = ln T
T0

változóinkat χ független változói-

ként, ezekre kell átírni a (2.26) egyenletet 1 + 1 dimenzióban. Némi számolás után azt kapjuk,

hogy
∂2χ

∂Q2
+ (κ− 1)

∂χ

∂Q
− κ

∂2χ

∂Ω
= 0. (A.41)

Ez a Khalatnikov-egyenlet egyik ismert formája. Figyelemre méltó, hogy lineáris egyenletr®l

van szó: a megoldása általános keretek között is felírható. Az x± koordinátákat a T és az Ω

dinamikai mennyiségek függvényeként kapjuk, ezért beszélünk implicit megoldásról.

Az eredeti Landau-Khalatnikov-megoldás ebb®l úgy kapható, hogy a χ̃ ≡ e(κ−1)/2χ válto-

zót használjuk, és az erre átírt (A.41) egyenlet Green-függvényét keressük: ez az I0 Bessel-

függvénnyel fejezhet® ki. A részletes képletek megtalálhatók a [24, 74] hivatkozásokban: a

lényeg, hogy ezek után kezdeti feltételként egy véges hosszúságú, nyugvó, homogén h®mérsékle-

t¶ anyagdarabot választva kapjuk a Landau-Khalatnikov-megoldást, amib®l azután közelít®leg

Gauss-alakú rapiditáseloszlást lehet levezetni. De az implicit x± ↔ T,Ω kapcsolat miatt nem

lehet egyszer¶ képletekkel összekapcsolni a kezd®� és a végállapotot.



B. függelék

Kiegészítések az ütközésmentes áramlások

vizsgálatához

B.1. A nemrelativisztikus eset

Ebben a szakaszban a (3.13) egyenlet megoldásait vizsgáljuk meg részletesen. (3.13)-ban

a p impulzus különböz® hatványait tartalmazó tagoknak külön-külön el kell t¶nniük minden

p-re, ami a következ® négy feltételt adja:

∇T = 0
(
p3
)
, (B.1)

δkl
∂T

∂t
− vk∂lT − vl∂kT + T (∂kvl + ∂lvk) = 0

(
p2
)
, (B.2)

1

m0n
∇n− D/2

m0T
∇T − v

T 2

∂T

∂t
+

v2

2T 2
∇T +

1

T

∂v

∂t
− 1

T
∇v2

2
= 0

(
p1
)
, (B.3)

1

n

∂n

∂t
− D/2

T

∂T

∂t
+
m0v

2

2T 2

∂T

∂t
− m

T

∂

∂t

v2

2
= 0

(
p0
)
. (B.4)

A hidrodinamikai egyenletek most használt alakjai pedig (melyek a p = nT , ε = κp behelyet-

tesítésével adódnak az (1.18), (1.19), (1.20) egyenletekb®l):

∂v

∂t
+ (v∇)v = − T

m0n
∇n− 1

m
∇T, (B.5)

1

n

∂n

∂t
+

1

T

∂T

∂t
+

1

n
(v∇)n+

1

T
(v∇)T = −κ+ 1

κ
(∇v) , (B.6)

1

n

∂n

∂t
+

1

n
(v∇)n = − (∇v) . (B.7)
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A (B.1) szerint a h®mérséklet egyedül az id® függvénye, és emiatt mindenhol elhagyhatjuk

a h®mérséklet gradiensét tartalmazó tagokat. Az állapotegyenletben a κ = D/2 választást

tesszük1; könnyen belátható, hogy ekkor a (B.5)�(B.6) hidrodinamikai egyenletek kiadódnak

(B.3)�(B.2) kombinációiként. (Ez speciális esete annak az általános eredménynek, amit a 3.2.

szakaszban láttunk, miszerint a hidrodinamikai egyenletek következményei a lokális termikus

eloszlásra felírt kinetikai egyenletnek.) Ezek alapján a (B.1)�(B.7) egyenletek közül bármelyik

független egyenletcsoportot vizsgálhatjuk. A következ®ket választjuk:

T = T0
a20

a2 (t)
, (B.8)

∂kvl + ∂lvk = 2
ȧ (t)

a (t)
δkl, (B.9)

∂v

∂t
+ (v∇)v = − T

m0n
∇n, (B.10)

1

n

∂n

∂t
+

1

n
(v∇)n = − (∇v) . (B.11)

ahol a (t) egyel®re tetsz®leges függvény, a0 pedig tetsz®leges konstans. Ezeket (B.1) megoldására

vezettük be, egyel®re mindenfajta �zikai jelentés nélkül.

Mostantól a háromdimenziós esetre koncentrálunk. Komponensenként vizsgálva a (B.9)

egyenletet kiderül, hogy ez v (r, t) alakját két egyel®re tetsz®leges id®függ® C (t), D (t) vektor

erejéig teljesen meghatározza2:

v =
ȧ (t)

a (t)
r+C (t)× r+

D (t)

a (t)
. (B.12)

Ha most belyettesítjük a sebességmez® a (B.12) kifejezését a (B.10) egyenlet rotációjába,

és kihasználjuk, hogy T csak id®függ® (azaz a jobb oldal rotációja nulla), az adódik, hogy

a2 (t)C (t) = a0C0, ahol C0 állandó vektor. Az n (r, t) helyett bevezetjük a ζ (r, t) függ-

vényt az n = n0
a30

a3(t)
exp

{
m0

T0a20
ζ
}
de�nícióval, így a következ® egyenletek maradnak (B.5)-b®l

1Ezt most formálisan külön is megindokolhatjuk: ha κ-t tetsz®legesnek választjuk, akkor (B.2) nyomát
véve (és ∇T = 0-t kihasználva), valamint (B.6)-ot és (B.7)-et kombinálva láthatjuk, hogy (hacsak T nem
konstans id®ben is, ami a nem túl érdekes álló folyadék esetének felelne meg), csak κ = D/2 esetben létezhet a
hidrodinamikai egyenleteknek és az ütközésmentes kinetikai egyenletnek közöt megoldása.

2 Ezt a következ®képpen láthatjuk be: ha feltesszük a v = ȧ(t)
a(t)r+A (r, t) alakot, akkorA-ra a ∂kAl+∂lAk = 0

feltételt kapjuk. A diagonális egyenletek el®ször is azt adják, hogy csak Ax (y, z, t), Ay (x, z, t), Az (x, y, t)
koordinátafüggés lehetséges, és ezt sorra behelyettesítve a nemdiagonális egyenletekbe kiadódik, hogy egyedül
a felírt alak lehetséges.
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és (B.11)-b®l (innent®l kezdve a és D argumentumait nem írom ki):

aär+ aḊ+
a20
a2

(C0 × (C0 × r)) +
a0
a
C0 ×D+∇ζ = 0, (B.13)

∂ζ

∂t
+
ȧ

a
r∇ζ + a0

a2
(C0 × r)∇ζ + D

a
∇ζ = 0. (B.14)

Az els® egyenletb®l rögtön megkapjuk ζ (r, t) általános alakját (egy szabad, de kés®bb megha-

tározódó ξ (t) id®függvénnyel):

ζ = −
(
aä− a20

a2
C2

0

)
r2

2
− a20

2a2
(C0r)

2 −
(
aḊ+

a0
a
C0 ×D

)
r+ ξ (t) , (B.15)

és ezt a második egyenletbe helyettesítve kis átalakítások után arra jutunk, hogy

r2

2a2
∂

∂t

(
a3ä
)
+ r

∂2

∂t2
(aD)−

(
ξ̇ +DḊ

)
= 0. (B.16)

Az r-ben különböz® fokú tagoknak külön-külön el kell t¶nniük. Ebb®l megkapjuk el®ször a

id®függését (itt az integrálási állandókat úgy írom, hogy a sebességmez® egyb®l a kívánt, már

ismert formában jelenjen meg):

∂

∂t

(
a3ä
)
= 0 ⇒ ä =

Ti
m0

a20
a3

⇒ ȧ2 +
Ti
m0

a20
a2

=
Ti
m0

⇒ a2 (t) =
Ti
m0

(t− t0)
2 + a20,

valamint megállapíthatjuk, hogy aD = d1t + d2 kell, hogy teljesüljön (konstans d1, d2 vekto-

rokkal), továbbá ξ = −D2

2
+K0 kell, hogy legyen. Ezzel a sebességmez® ilyen alakba írható:

v =
Ti

m0
(t− t0)

Ti

m0
(t− t20) + a20

r+
a0C0 × r

Ti

m0
(t− t20) + a20

+
d1t+ d2

Ti

m0
(t− t20) + a20

, (B.17)

Megfelel® térbeli eltolással, valamint egy Galilei-transzformációval elérhet®, hogy a d1 és a d2

vektorokat nullává tegyük , és a részecskeszáms¶r¶ség kifejezésénél n0-ba beleolvaszthatjuk a

konstansokat. Így tehát a nemrelativisztikus esetben az ütközésmentes áramlás általános alakja

a következ®:

v =
ȧ (t)

a (t)
r+

a0
a2 (t)

C0 × r, a2 (t) =
Ti
m0

(
t− t20

)
+ a20, (B.18)

n = n0
a30

a3 (t)
exp

{
− Ti
2T0

r2

a2 (t)
− m0

2T0

1

a2 (t)

(
C2

0r
2 − (C0r)

2)} , T = T0
a20

a2 (t)
, (B.19)

Ez a 3.3. szakaszban idézett legáltalánosabb ütközésmentes nemrelativisztikus megoldás. A C0

vektor a folyás impulzusmomentumát határozza meg a 3.3. szakaszban leírt módon.
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AC0 = 0 gömbszimmetrikus speciális eset volt ismert korábban is [43]: ezt a munkát követve

a 3.3. szakaszban erre az esetre konkrétan felírtuk az f eloszlásfüggvényt olyan alakban, amir®l

látható, hogy valóban ütközésmentes áramlásról van szó. Ez a felírás természetesen érvényes

bármilyen D dimenziószám esetén, és a hidrodinamikai megoldás is: így tehát a gömbszimmet-

rikus eset bármilyen D térdimenziószám esetén ütközésmentes áramlás.

B.2. A relativisztikus ütközésmentes áramlás

Ebben a szakaszban a (3.23) egyenlet alapján felderítjük azokat a relativisztikus hidrodi-

namikai megoldásokat, amelyek egyben tömeg nélküli részecskék ütközésmentes áramlásának

felelhetnek meg. A megoldandó egyenlet:

gµν (∂ρAσ + ∂σAρ)− gρσ (∂µAν + ∂νAµ) = 0. (B.20)

Láttuk továbbá, hogy ε = κp állapotegyenlet esetén κ = D kell, hogy teljesüljön.

Itt is (mint a relativisztikus hidrodinamikai egyenletek önmagukban való vizsgálatánál is)

külön �gyelmet érdemel a κ = D = 1 eset, ezt el®ször külön megvizsgáljuk, utána térünk át a

D 6= 1 esetre. Az egydimenziós (tehát D = 1, κ = 1) esetben az Aµ vektor két komponensére

a (B.20) egyenlet mindössze a következ® feltételt adja (t és x az id®� ill. helykoordináta):

∂A1

∂t
=
∂A0

∂x
,

∂A1

∂x
=
∂A0

∂t
, (B.21)

amin egyszer¶ hullámegyenletre vezet, megoldása rögtön felírható két haladó hullám összegeként

az x± ≡ t± x fénykúpváltozókat használva:

A0 =
2

T0

(
1

f (x+)
+

1

g (x−)

)
, A1 =

2

T0

(
1

f (x+)
− 1

g (x−)

)
, (B.22)

ahol f (x+) és g (x−) tetsz®leges egyváltozós függvények. Ezt az eredményt idézzük a 3.4.2.

szakaszban. (Aµ alakját itt úgy írtuk fel, hogy egyb®l az ott idézett alakok adódjanak.)

A többdimenziós, D 6= 1 eset kicsit bonyolultabb, és a feltételeink nagyobb megszorító ere-

j¶ek. A (B.20)-at ekkor úgy oldhatjuk meg, hogy Aµ-t egy Taylor-szer¶ sorba fejtjük. Ilyen

kifejtés akkor létezik, ha uµ és T sima függvények, és T > 0 egy tartományon. (Ha hidrodina-

mikai folyási képet keresünk, kell lennie ilyen tartománynak.) A kifejtés tehát:

Aµ = a(1)µ + a(2)µν x
ν + a(3)µνρx

νxρ + a(4)µνρσx
νxρxσ + . . . (B.23)
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Itt az a(i) együtthatók az utolsó i − 1 indexükben teljesen szimmetrikus konstans tenzorok.

Abból, hogy (B.20) xµ-ben rendr®l rendre teljesüljön, a következ® feltételeket kapjuk:

gρσa
(2)
[µν] = gµνa

(2)
[ρσ], gρσa

(3)
[µν]λ = gµνa

(3)
[ρσ]λ, gρσa

(4)
[µν]λη = gµνa

(4)
[ρσ]λη, . . . (B.24)

ahol szokásosan a szögletes zárójel szimmetrizációt jelent. Az a(1) tetsz®leges négyesvektor lehet

(ezt egyszer¶en aµ-vel fogjuk jelölni), i ≥ 2-re pedig ezek a feltételek egyenérték¶ek a

a
(i)
µνλ... + a

(i)
νµλ... = gµνT

(i)
λ... (B.25)

követelménnyel, ahol T (i) teljesen szimmetrikus tenzor (vagy vektor ill. skalár i = 3-ra ill. i = 2-

re). A megoldást i = 2-re rögtön felírhatjuk egy tetsz®leges Fµν antiszimmetrikus tenzorral és

γ skalárral, i ≥ 3-ra pedig (B.25)-öt átalakíthatjuk: el®ször µ ↔ λ, majd µ ↔ ν antiszim-

metrizációval, azután pedig a(i) szimmetriáját kihasználva és még egyszer alkalmazva (B.25)-öt

megkapjuk az a(i)-k kifejezését:

a(2)µν = γgµν + Fµν , illetve a
(i)
µνλ... =

1

2

(
gµνT

(i)
λ... + gµλT

(i)
ν... − gνλT

(i)
µ...

)
, ha i ≥ 3. (B.26)

Az i = 3 esetben a T (3)
λ vektort bλ-nak nevezve rögtön felírhatjuk, hogy

a
(3)
µνλ =

1

2
(gµνbλ + gµλbν − gνλbµ) , (B.27)

i ≥ 4-re viszont további feltételeket jelent az, hogy a(i)µνλη... szimmetrikus a λ↔ η cserére:(
gµλT

(i)
νη... − gµηT

(i)
νλ...

)
−
(
gνλT

(i)
µη... − gνηT

(i)
µλ...

)
= 0. (B.28)

Könny¶ belátni, hogy ennek az egyenletrendszernek már nincs nemtriviális megoldásaD > 1-re.

Legegyszer¶bb talán komponensenként megtenni ezt. Most kétindexes Tµν tenzort tekintünk,

a többindexes (Tµν...-ra vonatkozó) egyenletek teljesen hasonlóan kezelhet®k. A (B.28) tenzor-

egyenletben a vegyes tér� ill. id®komponensekb®l (az indexeknek µ = 0, ν = i, λ = 0, η = k

értékeket kiosztva, ahol i, k hármasindexek) azt kapjuk, hogy δikT00 = Tik. Ezt felhasználva

a csak térkomponensekb®l (µ = i, ν = k, λ = l, η = m) a (δilδkm − δimδkl)T00 = 0 feltétel

következik. Ez utóbbiban δil-lel összeejtve az indexeket azt kapjuk, hogy (D − 1) δkmT00 = 0, és

az el®z®ek alapján (D − 1)Tkm = 0 is teljesül. (D dimenziós térben δkk = D). Itt látszik, hogy

különválik a D = 1 eset, mert ekkor (B.28) csak egy kis extra feltételt jelent Tµν-re, de D > 1-re

T00-nak és Tik-nak is el kell t¶nnie. A vegyes T0k komponensekre pedig a µ = i, ν = k, λ = 0,
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η = l index-kiosztással kaphatjuk a δilTk0 = δklTi0 feltételt, amib®l az i, l indexeket összeejtve

az adódik, hogy (D − 1)Ti0 = 0. Itt is látható, hogy ha D > 1, akkor a T0k komponensek is

elt¶nnek. (Ha D = 1, akkor megint csupán egy kis megszorítást kapunk Tµν-re.)

Összefoglalva tehát: D = 1 dimenzióban az általános ütközésmentes megoldást a (B.22)

egyenlet írja le, D > 1 dimenzióban pedig a (B.20) egyenlet megoldása a következ®:

Aµ (x) = aµ + γxµ + F µνxν + (bνxν) x
µ − bµ

2
(xνxν) . (B.29)

Ebb®l kaphatjuk a 3.4.1. szakaszban vizsgált különböz® megoldásokat.
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